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Γ ` ψ
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Γ ` φ ∧ ψ

Γ ` φ

Γ ` φ ∧ ψ

Γ ` ψ
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Γ ` ψ
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Γ ` ∀a. φ
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Γ ` ψ
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6gÑUÑU>_MdÐI6cÊºGD<®Ê{Ó³ÏJ6gÑUÔ�Û{Ö Ì�ÏJ6cÑxËUA{>�Ì9ßD<?6cÔøæ�áV
{6gÑ.>
ß{Ì9Ô3Ð{Ö®>gÕ

ÏJ6gÑ!�h�\�'5¸ü����1Õ
tPOWER

<®M
P
Ì9ÊºG

φPOWER

<®M
∀b. b ∈ c → b ∈ a

áI5ú>�Ñd>@M;>_ÑdÎc>�ËUA{>
Ê{69Ë�ÌLËd<®6gÊ

tA
Ì9ÊIG

φA
Ëd62GD>_Ê{69ËU>�ËUA{>�Ëd>=ÑUÔ ÌgÊºGCËUA{>":
6gÑUÑU>_MdÐI6cÊºGD<®Ê{Ó"ÏJ6gÑUÔ�ÛºÖ®ÌÚÏJ6gÑyËdAº>

ÌLßD<?6cÔ æ-á
ôSA{>"Ëd>_ÑdÔ"M

Sφ(t, t)
Ì9ÊºG

Rφ(t, t)
:
6cÛ{Ö GÝàI>�GD< M;Ð{Ö Ì�Fg>@G§ÌgM

{c ∈ t | φ(c, t)}
Ì9ÊºG

{c | (∀x ∈ t∃!yφ(x, y, t)) ∧ (∃x ∈ t. φ(x, c, t))}
Õ{ÑU>_MdÐI>@:1Ëd<®Îg>_Ö?Fcá

n E�C o+prq�s7>jBVt<uhvF?Aw�vPx�y�z�{
R

ôSA{>�â/>=<®à{Ê{<®E�ÌLßD<®6gÔ|�¼â
φ

��<®M.ÛºMdÛºÌ9Ö®Ö?FªÊ{6gË.Ð{ÑU>_Md>=ÊbË.ÌgÔª6cÊ{Ó³ËdAº>�ÌLßD<®6gÔ"M�6gÏ�M;>=ËxËdAº>=6gÑU<®>_M_Õ
ÌgM�<lËy<®M³ÌgMUMdÛ{Ô3>_G�ËdAIÌLË³Ö?6cÓg< :-:
6cÊcË�Ì9<®ÊºMN>@êbÛºÌ9Ö®<lË[FCÌgÊºG2ËdAº>ªÌ9ßP<®6gÔ < M�ÌÚÐ{Ñd6P6gÏ�ÑdÛ{Ö®>gá�57>
<?Êº:=Ö?ÛIGD>D�¼â

φ

�ªÌgÔª6cÊ{ÓúËdA{>CÌLßD<®6gÔ"Mª69Ïyödñ�

R

Õ«àI>@:=Ì9ÛIM;>�ËdA{>_Ñd>2< M3Ê{6§6gàPÎP<?6cÛºM�K�Ì�F§ËU6
ÌgG{G§<?Ë�ËU6Í<?ÊbËUÛ{<lËU<?6cÊ{< M[ËU<®:"Ö®6gÓc<®:Ø<?Ê§ËUA{>2Ù.Û{ÑUÑUFcÒYÜN6LKSÌ9Ñ�GÍ< Md6gÔ36gÑUÐ{A{< M;Ô�:
6cÊcËU>
ßPË_Õ�ÌgM-<?ËUM
:
6gÔ3Ð{Û{ËUÌLËU<?6cÊºÌ9Ö�:=6gÊbËd>_ÊbËS< MSÛ{Êº:=Ö?>@Ì9Ñ@á
æ¯Ôª6cÑd>yÏ¼ÌgÔª<®Ö®<®ÌgÑSÏJ6gÑUÔ�Û{Ö ÌLËU<?6cÊÚ69Ï}�'>_Ð{Ö®Ìc:
>_Ôª>_ÊbË�:
6gÛºÖ®G�àI>):cý;ö�Ï�ÏJ6cÑNÌ9Ö®Ö

x ∈ a
ËdA{>_Ñd>

<®M�>
ß{Ìc:1ËdÖ®F¸6gÊº>
y
MdÛº:�A ËUAºÌLË

φ(x, y, f )
Aº6gÖ G{M=Õ�ËUA{>=Ê ËdA{>_Ñd>7< M�Ì Md>
Ë

D
MdÛº:�A ËUAºÌLË

∀x ∈ a∃y ∈ D. φ(x, y, f )
ÌgÊºG2ÏJ6gÑ³Ì9Ö®Ö

d ∈ D
ËUA{>=ÑU>�< M

x ∈ a
M;ÛI:�ACËdAºÌ9Ë

φ(x, d, f )
þ�á

â�>
Ë'ËUA{< MSÏJ6gÑUÔ�Û{Ö ÌLËU<?6cÊÚ6gÏ6�'>_Ð{Ö Ìg:
>_Ô3>=ÊbË'àI>-:_Ì9Ö®Ö?>@G~���'ü��xâ7�
φ

�1á
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=�>@?A?AB~�<El�f����[��
φ �a������� T ��� LKU � N��7��I*���&��[���� φ � IYN*�f� ��� L ����� I/Q"��� � J �R� �#I/Q�����G RL;� � IKS � Z

[\J]I�I5Q Z æ�MUM;Û{Ô3>,�h�'ü��.â φ ��Ì9ÊºGÍMdÛ{Ð{Ð�6cMd>-ËUAºÌLË�ÏJ6gÑ³Ì9Ö®Ö x ∈ A
ËUA{>=ÑU>�< M�>=ß{Ìg:1ËUÖ?F�6gÊº>

yM;Ûº:�A7ËUAºÌLË
φ(x, y, f)

á/â�>=Ë
D ≡ Rφ(A, f)

á/ô�ÌgOg>"Ì9ÊPF
x ∈ A

Õ¡ËUA{>=Ê7ËdAº>=ÑU>"<®M
y
M;Ûº:�A

ËdAºÌ9Ë
φ(x, y, f )

Õ�Md6
y ∈ Rφ(A, f)

á,BC6gÑU>=6LÎc>=Ñ@Õ{<lÏ
d ∈ Rφ(A, f)

ËUA{>=Ê·ËdA{>_Ñd>�<®M
x ∈ AM;Ûº:�A�ËdAIÌLË

φ(x, d, f )
áºôSAº<®M'MdA{6LKNMa�h�Nü��xâ��

φ

�
á
ôSA{>S69ËdAº>=Ñ«GD<®Ñd>@:1Ëd<®6gÊª< M«Ì�àº<lË�Ô36gÑU>.ËdÑU<®:�OPFgáLæ�MdMdÛ{Ô3> �h�'ü��xâ��

φ

�
á957>'Ê{>=>@G-ËU6³MdA{6LK
ËdA{>3>
ßD< M[ËU>=Êº:=>�6gÏ

{z | ∀x ∈ A∃!y. φ(x, y, f) ∧ ∃x ∈ A. φ(x, y, f)}
á�
4<®ÑUM;Ë�:
6gÊIM;< GD>=Ñ

ËdA{>-Md>
Ë
B = {z ∈ A | ∀x ∈ A∃!y. φ(x, y, f )}

áIôSA{>=Ê�ÏJ6gÑ�Ì9Ö®Ö
z ∈ B

ËdA{>_Ñd>�< M'>
ß{Ìc:1ËdÖ®F
6gÊ{>

y
MdÛº:�AúËdAºÌ9Ë

φ(z, y, f)
á<g�Md>d�h�'ü��xâ��

φ

��Ëd62Óg>=Ë�ËdA{>"Md>
Ë
D
á�ôSAº>=Ê

D
< MyËdAº>ØM;>=Ë

K.>yÌ9ÑU>�Ö®6b6cOP<?Ê{Ó-ÏJ6gÑ@ácöYÊºG{>=>_G�Õb<?Ï
d ∈ D

ÕbËdA{>_ÊØËUA{>=ÑU>�< M
z ∈ B

M;Ûº:�AØËdAºÌ9Ë
φ(z, d, f)

ÌgÊºG
M;6ØàPF�ËdAº>�GD>=ùºÊ{<?Ëd<®6gÊÍ6gÏ

B
Õ
∀x ∈ A∃!y. φ(x, y, f)

Ì9ÊºG
z ∈ A

á<��ÊCËdA{>�69ËUA{>=Ñ�AºÌ9ÊºG�Õ
ËUÌ9Oc>�Ì9ÊPF

d
ÌgÊºG2M;ÛºÐ{ÐI6bM;>yËUAºÌLË

∀x ∈ A∃!y. φ(x, y, f )
Ì9ÊºG�ËdAº>=ÑU>�<®M

x ∈ A
MdÛº:�A�ËdAºÌ9Ë

φ(x, d, f )
á�ôSAº>=Ê

x ∈ B
Õ,Md63ËdA{>_Ñd>-< M

y′ ∈ D
M;ÛI:�A2ËdAºÌ9Ë

φ(x, y′, f)
á��.Û{Ë

y′
Ô�ÛºM;Ë�à�>

>_êbÛºÌ9Ö,ËU6
d
Õ{Md6

d ∈ D
á

n E�� yRp#B��$�)>@w�w�uf�6�h>dw�>(q�w
ô/6�>
ßPËd>_ÊºGÍödñ�


R

K'<?ËdAú<?ÊIÌg:=:=>_MUM;<®à{Ö®>�Md>
Ë�M=Õ,K�>�ÌgGºG·ÌÚÏ¼Ì9Ô3<?Ö®FC69ÏxÌ9ßD<?6cÔ3M��Jö[ì�æ�Ù
i

��ÏJ6cÑ
i > 0

á�57>§:=Ì9Ö®ÖyËdA{>7ÑU>_MdÛ{ÖlËU<?ÊºÓ ËdAº>=6gÑUF ödñ�

−

Rω

á'ôSA{>7Ì9ßD<?6cÔ��¼ö[ì�æ�Ù
i

�ÚÌcMdMd>=ÑdËUMÚËdAº>
>
ßD<®M;Ëd>_Êº:
>y69Ï/ËdA{>

i
ÒtËUAÚ<®ÊºÌg:_:
>@MdMd<?àºÖ?>³M;>=Ë_ÕDGD>_Ê{69ËU>_G�àbFØÌ�Ê{>_K :
6cÊºM[Ë�Ì9ÊbË'M;FPÔ�à�6gÖ

Vi
ÕDÌgÊºG

<®MNG{>
ùºÊ{>@G�ÌcM�ÏJ6gÖ®Ö?6LKNM�:
(
ö[ì�æ�Ù

i) ∀c. c ∈ Vi ↔ φi1(c, Vi) ∧ ∀d. φi2(d) → c ∈ d
{6gÖ®Ö®6LK'<?Ê{Ó�ËdA{>-:=6gÊPÎg>_ÊbËd<®6gÊºM.M;>=ËSÛºÐÚÏJ6cÑ�ödñ�

R

Õ
φINACi

(c)
<®M
φi1(c, Vi) ∧ ∀d. φi2(d) →

c ∈ d
á�ôSAº>-ÏJ6gÑUÔ�ÛºÖ®Ì

φi1(c, d)
<?ÊbËdÛº<lËU<?Îc>=Ö®F2Md>
Ë�MNÛ{Ðú:
6gÊIGD<lËU<?6cÊºM'ÏJ6cÑ

c
à�>=<®Ê{Ó�Ì"Ô3>_Ô�à�>=Ñ

69Ï
Vi
ÕDK'Aº<?Ö®>

φi2(d)
MdÌ�FDM.K'AºÌLËS<lË'Ô3>_ÌgÊºM.ÏJ6gÑ

d
Ëd63à�>�<®ÊºÌg:_:
>@MdMd<?àºÖ?>cáPô�63M[ËUÑd>@Ì9Ô3Ö?<®Ê{>�ËdA{>

GD>
ùºÊº<lËU<?6cÊ�Õ{K�>³Md>
Ë
V0
Ëd6ØÌgà{à{ÑU>=ÎP< ÌLËd>

ω
á

��>(�6p7uhq�uhvFp�CPEd �� � QRIYJ�S¡TVUWL φi1(c, Vi) QRIYJ i > 0 ��� Lm¢ ����£ TVNF¤;� � IYNAI5Q �f� � QRIYU�UWIK¥ � N@¦§ �K� ¤;UWLKT �;�R�;¨© Z c = Vi−1 Zª Z ��� � J � ��� a ∈ Vi � T�¤��m�f��LK� c ∈ a Z« Z ��� � J � ��� a ∈ Vi � T�¤��m�f��LK� c ��� L*TVN � IKN~I/Q a Z¬ Z ��� � J � ��� a ∈ Vi � T�¤��m�f��LK� c ��� LH­�IK¥ � J �;� ��I5Q a Z® Z ��� � J � ��� a ∈ Vi � T�¤��m�f��LK� c ��� L�Q�TVN�¤R� � IKN¡Q�J]IKS a
��I
Vi Z

��>(�6p7uhq�uhvFp¯��Ed �� � QRIKJ�S�TVUWL φi2(d) QRIKJ i > 0 ��� L�¤�IKN £ TVNF¤;� � IYN,I5Q'��� � QRIYU�UWIK¥ � N@¦ § �K�¤RUWLYT �;���;¨© Z Vi−1 ∈ d Zª Z ∀e, f. e ∈ d ∧ f ∈ e→ f ∈ d Z« Z ∀e ∈ d.
⋃
e ∈ d Z¬ Z ∀e ∈ d. P (e) ∈ d Z



�
® Z ∀e ∈ d. ∀f ∈ e→ d. f ∈ d X ¥7� � J � e→ d

¢ � NFIY� �R� �f� ���;� ��I/Q�LYU�U�Q�TVN�¤R� � IKN � Q�J]IKS
e
��I
d Z�.ÑU<®>R°ºFcÕgËUA{>

i
ÒrËdA�<?ÊIÌg:=:=>_MUM;<®à{Ö®>�Md>
ËS<®M.ËUA{>�M;Ô"Ì9Ö®Ö®>_M;ËxËdÑ�Ì9ÊIM;<?Ëd<®Îg>³M;>=ËS:=6gÊbËUÌg<?Êº<?Ê{Ó

Vi−1Ì9ÊºG�:
Ö®6cMd>_G"Û{ÊIGD>=ÑSÛ{Ê{<®6gÊIM=ÕPÐ�6LK.>_Ñ�Md>
Ë�M�ÌgÊºG"Ë�Ì9OP<®Ê{Ó-ÏJÛ{ÊI:1Ëd<®6gÊIMxÏJÑU6gÔÿ<?ËUM�>_Ö?>_Ôª>_ÊbËUM�<?ÊbËU6
<lË�M;>_ÖlÏ[á�ö�Ë�<®M4>_ÌcM;FyËU6yMd>=>xËdAºÌ9Ë4ödñ�


−

Rω ± üxB <®M4>_êbÛ{<®ÎLÌ9Ö®>=ÊbË/ËU6�ñ�
2K'<lËUA ω Ò�Ô3ÌgÊPFyM;ËdÑU6gÊ{ÓcÖ?F<?ÊºÌc:=:=>_MUM;<®à{Ö®>2:_Ì9Ñ�GD<®ÊºÌ9Ö M=á}
º6gÑÚÌúËdAº>=6gÑUF
T
Õ«Ö®>
Ë

M(T )
GD>=Êº69Ëd>ÍÌ§Md>=ÊbËd>_Êº:
>Øý

T
AºÌgM"Ì

Ôª6DGD>_Öiþ1áIô�6ÚMdA{6LK¬ËdAºÌ9Ë�ËUA{>�Md>
Ë
Vi
GD>
ùºÊº>_GCàPF²�Jö[ì�æ�Ù

i

�'à�>=AIÌ�Îg>_M�ÌgM�ÌgÊC<?ÊIÌg:=:=>_MUM;<®à{Ö®>
M;>=ËN<?Ê�ödñ�


−

Rω

K�>�Ð{Ñd6LÎc>$:
³ s7>@vP´K>(?µC·¶5y�z�{

−

Rω ¸ E�G�IYJ!LKU�U i > 0 X
Vi |= IZFR +M(IZFR) +M(IZFR +M(IZFR)) + . . .

�
i
� � S �R��� Z[\J]I�I5Q Z �.F3Ù.Ö®ÌgÛºM;>'è�<?Ê�ËdAº>"��>
ùIÊ{<lËU<?6cÊ2ägÕ V1

< M4ËdÑ�Ì9ÊIM;<?Ëd<®Îg>cÕ�Md6yËdA{>S>@êcÛIÌ9Ö®<lË[F-ÌgÊºG�Ô3>_Ô�Ò
àI>_ÑUMdA{<®ÐªÑU>=Ö ÌLËU<?6cÊºM«Ì9ÑU>'Ì9àºMd6gÖ®ÛDËU>gácÙ.Ö Ì9ÛºMd>³ä'Óg<®Îg>_M4ÛºM

ω ∈ V1
Ì9ÊºG3Md<?Êº:=>'<lË�M�GD>=ùºÊ{<?Ëd<®6gÊ3<®M

∆0
Õ
V1 |=

�¼ö[ì�
}�1á�Ù.Ö Ì9ÛºMd>_MNé"ÌgÊºG2ëØÐ{ÑU6LÎP<®G{>³ËdA{>l��g�ìNö]�yì��NÌgÊºGD�f�\�N5¸ü�����ÌLßD<®6gÔ"M=á
ô/Ñ�Ì9ÊºMd<?Ëd<®Îb<?Ë[F3ËdAº>=Ê2Óg<®Îg>@M�� É ü����NÌ9ÊºG¹�f�¡æNö5�&�1ÕºK'Aº<?Ö®>�Ù.Ö®ÌgÛºMd>³í{ÕPËdAºÌgÊ{ODM�Ëd6"â�>_ÔªÔ"Ì"èDÕ
Óg<®Îg>_M&�h�'ü��xâ

φ

�
ábôSA{>�>
ßD< M[ËU>=Êº:=>�69Ï¡ËUA{>�>_Ô3ÐDË[F"M;>=ËxÏJ6gÖ®Ö®6LKNM�àPF,�¼ö[ì�
}�.Ì9ÊºGd� É ü����
á�
{6cÑ
ËdA{>�öYÊºG{Ûº:1ËU<?6cÊ2Ì9ßD<?6cÔ�ÕDK�>³Ê{>=>@GØËU6ØM;Aº6LKa:
∀f ∈ Vi. (∀a ∈ Vi. (∀b ∈ Vi. b ∈ a→ φVi(b, f)) → φVi(a, f)) → ∀a ∈ Vi. φ

Vi(a, f).

ô�ÌgOg>�Ì9ÊPF
F ∈ Vi

á{ö�Ë�M;Û�º":=>_M�ËU63MdA{6LK ËdAºÌ9Ë�:
(∀a ∈ Vi. (∀b ∈ Vi. b ∈ a→ φVi (b, F )) → φVi(a, F )) → ∀a ∈ Vi. φ

Vi(a, F ).

ôSA{<®MN<®MS>@êcÛº<?ÎLÌ9Ö®>=ÊbËSËd6P:
(∀a. (∀b ∈ a. b ∈ Vi → φVi(b, F )) → a ∈ Vi → φVi(a, F )) → ∀a ∈ Vi. φ

Vi(a, F ).

�.Û{Ë�ËdA{< M¡< M¡ËUA{>�<®ÊºM[Ë�Ì9Êº:=>«69ÏbËdA{>x<?ÊºG{Ûº:1ËU<?6cÊ-ÌLßD<?6cÔ¸ÏJ6gÑ�ËdA{>«ÏJ6cÑdÔ�Û{Ö Ì
a ∈ Vi → φVi(a, f)

á
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á4ôSA{>ÚÌcGDÎLÌ9ÊbËUÌgÓg>369ÏSËdAº<®MªÌLßD<®6gÔ"ÌLËU<?E@ÌLËd<®6gÊ76LÎg>_Ñ
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ËU<?ÊºÓÍÌ9Ê >=ßbËU>=ÊºMd<®6gÊºÌgÖ
M;>=ËªËUA{>=6cÑdF <?Ê Ì9Ê <?ÊbËU>=ÊºMd<?6cÊºÌ9ÖS6cÊ{>gÕ«AºÌcM"Ì9Ö®Ñd>@ÌgGDFÝà�>=>_Ê×ÛIM;>@G àPF%
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M;A{<®Ð§Ñd>_Ö®Ì9Ëd<®6gÊ�á¡ì�69Ëd>3ËUAºÌLË-Êº>=<?ËdA{>_Ñ�ËdA{>Øâ/>=<®à{Ê{<®E"ÌLßD<?6cÔ¾�¼â
φ

�yÊ{6gÑ³ËUA{>">
ßPËd>_ÊºMd<?6cÊºÌ9Ö®<lË[F
ÌLßD<?6cÔ ÌgÑd>3Ð{ÑU>_Md>=ÊbË_á/5ú>ØK'<®Ö®Ö.MdA{6LK�Õ�A{6LK�>=Îc>=Ñ@Õ,ËdAºÌ9Ë�ËdA{>_F7:_Ì9Ê§àI>�GD>=ÑU<®Îg>_G7Ì9ÊIG7ËdAºÌ9Ë
ËdA{< M�Ì9ßP<®6gÔ"Ì9Ëd<®E_ÌLËU<?6cÊ�< M�ÌcM'Óg6P6DGCÌgMNödñ�


−

Rω

áF
{ÑU6gÔ Êº6LK¬6cÊ2<?Ê2ËUA{<®M�M;>@:1ËU<?6cÊ�ÕºK�>�K.6cÑdO
<?ÊØödñ�


Rω

áPôSA{>NÏJ6cÖ?Ö®6LK'<?ÊºÓ�M;>@êbÛ{>=Êº:=>N69Ï�Ö®>=Ô3Ô"ÌgMx>_M;ËUÌgà{Ö?< MdA{>_M�ËdAºÌ9Ë.>_êbÛºÌgÖ?<?Ë[F3Ì9ÊºG"Ô3>_Ô�Ò
àI>_ÑUMdA{<®Ð·à�>=AºÌ�Îc>�<®ÊÍËUA{>":
6gÑUÑU>_:1ËyK�Ì�Fcá É ËUÌLËU>=Ô3>=ÊbË�MyMd<®Ôª<®Ö Ì9Ñ³<?Ê7M;Ðº<?ÑU<lË�Ì9ÑU>�ÌgÖ®Md6�Ð{Ñd6LÎc>_G
<?Ê7ËdAº>3:=6gÊbËd>=ßPË³6gÏ\��6P6gÖ®>_ÌgÊDÒrÎLÌgÖ?Û{>@GÍÔ36DGD>=Ö M_á7��Û{Ñ³ËdÑU>_Ì9ËdÔ3>=ÊbË-M;Ö®<®ÓgAbËdÖ®FÍM;<®Ô3Ð{Ö®<lùº>@M³ËdAº>
M[Ë�Ì9ÊºG{ÌgÑUG�Ð{ÑU>_Md>=ÊbËUÌ9Ëd<®6gÊ�àbF�Ì�Îg6g< GD<®Ê{Ó�ËdA{>�Ê{>_>_G�ÏJ6gÑ'Ô�ÛDËdÛIÌ9Ö¡<®ÊºGDÛº:
Ëd<®6gÊ�á
=�>@?A?AB n EHG7IKJ!LYU�U

a X a = a Z
[\J]I�I5Q Z �.F ∈ Ò�<®ÊºGDÛº:
Ëd<®6gÊª6gÊ a á9ô4Ì9Og>�Ì9ÊPF b ∈I a áK��F�ËdA{>�<®ÊºGDÛº:
Ëd<®Îg>SAPFbÐ�69ËUA{>_Md<®M_Õ b = b

Õ
M;6"Ì9Ö Md6

b ∈ a
á

¿ vP´KvP���hBV´ÁÀÂCPEH�fQ
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b = c X �f� � N a = c Z
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á��.F
a = b
Õ
d ∈ b
Õ,M;6"ËUA{>=ÑU>-< M

e ∈I b
M;ÛI:�A2ËdAºÌ9Ë

d = e
á���F

b = c
Õ
e ∈ c
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f ∈I c
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e = f
áP��F
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á��.FÚÐ{Ñd>_ÎP<?6cÛºM�Ö?>_ÔªÔ"ÌcM.K�>�Ì9Ö M;6
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e
M;ÛI:�AúËUAºÌLË
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LYNF¢�QRIKJ�S�TVUWL

φ(a, f)NFIK�"¤�IKN���L � N � N(¦ ∈I X � Q a = b X ��� � N t(a, f) = t(b, f)
LYNF¢

φ(a, f) ↔ φ(b, f) Z
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t
6cÑ
φ
6gÏ5:

b ⋃
t1(a)
á4ö�Ï

c ∈I
⋃
t1(a)
Õ/ËUA{>=Ê ÏJ6gÑ�Md6gÔ3>

d
Õ
c ∈ d ∈ t1(a)

á#��FÍËUA{>Ú<®ÊºGDÛI:1Ëd<®Îg>
APFbÐ�69ËUA{>_Md< M

t!(a) = t1(b)
Õ/Md6�àbFúâ�>=Ô3Ô"ÌÍó

d ∈ t1(b)
Õ�Md6

c ∈I
⋃
t1(b)
Ì9ÊIG·àPF

Ù.6gÑU6gÖ®Ö®ÌgÑdFÝäØÌgÖ®Md6
c ∈

⋃
t1(b)
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t(a) = t(b)
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b Sφ(t1(a), u(a))
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Õ«ËUA{>=Ê
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ÌgÊºG
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t1(a) = t1(b)
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φ(c, u(b))

ÌgÊºG
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ÕºM;6
c ∈I Sφ(t1(b), u(b))

Ì9ÊºG2ÌgÖ®Md6
c ∈ Sφ(t1(b), u(b))

á
b t(a) ∈ s(a)
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c
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c ∈ tA(a)
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d
MdÛº:�ACËUAºÌLË

d ∈I tA(a)Ì9ÊºG
c = d

áNôSAº>=ÑU>
ÏJ6gÑU>
φA(d, a)
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Ë
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Rω X ����G Rω` A Z[\J]I�I5Q Z â�>=Ô3Ô"ÌgM6	ºÕY��ÌgÊºGÚä���MdA{6LKÝËUA{>':
Ö Ì9<®Ô&ÏJ6gÑ«ÌgÖ?ÖbËdAº>NÌLßD<?6cÔ"M�ÌgÐºÌ9ÑdË�ÏJÑU6gÔÍ�Jö[ì�� φ �1áÉ 6·MdÛ{Ð{Ð�6cMd>
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λZω
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λZω
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á'ôSA{>_Ñd>7Ì9ÑU>

Ë[K.6ÝOP<®ÊºG{MØ6gÏyÖ Ì9Ô�à�GºÌ Ì9àºM;ËdÑ�Ìg:
Ëd<®6gÊ <?Ê
λZω
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Î�ÌgÑd< Ì9àºÖ?>@M=ÕcÑd>@M;Ð�>_:
Ëd<®Îg>=Ö®FgáPâ�>=Ë;ËU>=Ñ�M

x, y, z
K'<?Ö®Ö,àI>yÛºMd>_G"ÏJ6cÑxËUA{>yÐ{Ñd6cÐI6bM;<?Ëd<®6gÊIÌ9ÖºÎLÌgÑd< Ì9à{Ö®>_M

Ì9ÊºG³Ö®>
ËdËd>=Ñ�M
a, b, c
ÏJ6gÑ�ËdA{>xùºÑUM;Ë;Ò�6gÑ�GD>_Ñ¡Î�ÌgÑd< Ì9àºÖ?>@M=á=â/>
ËdËd>=Ñ�M

t, s, u
Ì9ÑU>�ÑU>_Md>=ÑUÎg>@GNÏJ6cÑ/ödñ�


RωËd>=ÑUÔ"M=ábôSA{>'Ë[FPÐ�>_M�<®Ê"ËUA{>�MdFPM;Ëd>_Ô ÌgÑd>'ödñ�

Rω

ÏJ6gÑUÔ�ÛºÖ®ÌcM=ágôSAº>'Ëd>_ÑdÔ"MxÌgÑd>'Óc>=Ê{>_ÑUÌ9Ëd>@G�àPF
ËdA{>³ÏJ6cÖ?Ö®6LK'<?ÊºÓªÌgàºM[ËUÑUÌc:1Ë'ÓgÑ�Ì9Ô3Ô"Ì9Ñ�:

M ::= x | M N | λa. M | λx : φ. M | inl(M) | inr(M) | fst(M) | snd(M)

[t,M ] | M t | 〈M,N〉 | case(M,x : φ. N, x : ψ. O) | magic(M)

let [a, x : φ] := M in N | indφ(a,b)(M, t) | inaciProp(t,M) | inaciRep(t,M)

inProp(t, u,M) | inRep(t, u,M) | eqProp(t, u,M) | eqRep(t, u,M)

pairProp(t, u1, u2,M) | pairRep(t, u1, u2,M)

unionProp(t, u,M) | unionRep(t, u,M)

sepφ(a,f)Prop(t, u, u,M) | sepφ(a,f)Rep(t, u, u,M)

powerProp(t, u,M) | powerRep(t, u,M)

infProp(t,M) | infRep(t,M)

replφ(a,b,f)Prop(t, u, u,M) | replφ(a,b,f)Rep(t, u, u,M)

ôSA{>
ind
Ëd>_ÑdÔ"M³:
6cÑdÑU>_MdÐ�6gÊºG2ËU6�ËdA{>i�Jö[ì&���³Ì9ßD<?6cÔ�Õ

Prop
Ì9ÊºG

Rep
Ëd>_ÑdÔ"M�:
6cÑdÑU>
Ò

M;Ð�6gÊºGÍËd6�ËdA{>ªÑU>_MdÐI>@:1Ëd<®Îg>ªÌLßD<®6gÔ"MN6gÏxödñ�

−

Rω

ÌgÊºGCËUA{>ªÑd>@M[Ë³69Ï«ËUA{>ªËd>=ÑUÔ"M�:=6gÑUÑd>@M;Ð�6gÊIG{M
Ëd6ªËdA{>�ÑUÛ{Ö®>_MS6gÏ4ö5
6�yâ�á{ôSA{>�>=ßDÌc:1Ë'ÊºÌ9ËdÛ{ÑU>³69Ï/ËUA{>-:
6cÑdÑU>_MdÐ�6gÊºGD>_Êº:
>yK'<®Ö?Ö�à�>_:=6gÔ3>�:
Ö®>_ÌgÑ
<?Ê É >_:
Ëd<®6gÊÍíDá é{áDô�6"Ì�Îg6g< G"Ö®<®M;Ëd<®Ê{ÓØÌgÖ?Ö,69Ï4ËdAº>=Ô+ÑU>=Ð�>_Ì9Ëd>_G{Ö?FcÕDK.>�ÌgG{6gÐDËNÌª:
6gÊPÎc>=ÊbËd<®6gÊ�69Ï
ÛºM;<®Ê{Ó

axRep
Ì9ÊºG

axProp
ËU>=ÑUÔ3MNËd6"Ë�Ìg:=<lËUÖ?F�Ô3>_Ì9ÊÍÌgÖ?Ö

Rep
ÌgÊºG

Prop
Ëd>_ÑdÔ"M_Õ{ÏJ6cÑ

axàI>_<?Ê{Ó·6gÊ{>Ø6gÏ
in
Õ
eq
Õ
pair
Õ
union
Õ
sep
Õ
power

Õ
inf
Õ
repl
ÌgÊºG

inaci
Õ4Û{Ê{Ö®>_MUM-K�>ØÖ?< M;Ë

M;6cÔª>�69Ï«ËdAº>=Ô Md>=ÐºÌgÑUÌ9Ëd>=Ö®Fgáº5¸<lËUAÍËdAº<®My:
6cÊbÎc>=ÊbËd<®6gÊ2<®ÊÍÔ3<?ÊIG¡Õ,K.>�:_Ì9Ê·MdÛ{Ô3Ô"Ì9ÑU<?E_>�ËdAº>
GD>
ùºÊº<lËU<?6cÊ�6gÏ/ËUA{>

Prop
Ì9ÊºG

Rep
Ëd>_ÑdÔ"M'ÌcM;:

axProp(t, u,M) | axRep(t, u,M),

K'A{>=ÑU>yËdA{>�ÊPÛ{Ô�àI>_Ñ'69Ï4Ëd>=ÑUÔ"MS<?Ê�ËUA{>-M;>@êbÛ{>=Êº:=>
u
GD>=Ð�>=ÊºGºM'6gÊ�ËdA{>�ÐIÌ9ÑdËd< :
Û{Ö Ì9Ñ'ÌLßD<®6gÔ2á



z��
ôSA{>'ÏJÑU>=>NÎLÌ9ÑU< Ì9à{Ö®>_M«6gÏ�Ì�Ö®ÌgÔ�à,G{ÌyËd>_ÑdÔøÌ9ÑU>�GD>=ùºÊ{>@G"ÌgM�ÛIM;ÛºÌgÖtÕ9ËUÌ9OP<®Ê{Ó-<®ÊbËd6�Ìc:=:
6cÛ{ÊbË

ËdAºÌ9ËªÎLÌ9ÑU< Ì9à{Ö®>_M�<?Ê
λ
Õ
case
ÌgÊºG

let
Ëd>=ÑUÔ"M�àº<?ÊºG Ñd>@M;Ð�>_:
Ëd<®Îg>ÚËd>=ÑUÔ"M=á�ôSA{>�Ñd>_Ö®Ì9Ëd<®6gÊÝ6gÏ

α
Ò�>_êbÛ{<®ÎLÌ9Ö®>=Êº:=>Ú< MªG{>
ùºÊ{>@GÝË�Ì9OP<?ÊºÓÍËdAº<®M�<?Ê{ÏJ6gÑUÔ3Ì9Ëd<®6gÊ <®ÊbËd6§Ìg:_:
6gÛºÊcË@á/57>�:=6gÊºMd< GD>=Ñ

α
Ò

>_êbÛ{<®Î�ÌgÖ?>_ÊbË�Ëd>_ÑdÔ"Mª>_êbÛºÌgÖtá457>�GD>_Ê{69ËU>�ÌgÖ?Ö.ÏJÑd>_>�ÎLÌgÑd< Ì9à{Ö®>_M�69Ï�ÌÍËd>_ÑdÔ
M
àPF

FV (M)Ì9ÊºG7ËUA{>ØÏJÑU>=>"ùIÑUM;Ë;Ò�6gÑ�GD>=Ñ�ÎLÌgÑd< Ì9à{Ö®>_M³6gÏ�Ì�Ëd>_ÑdÔ�àPF
FVF (M)

á�ôSA{>ÚÏJÑd>_>j� ùºÑ�M;Ë;Ò�6gÑ�GD>=Ñ��
Î�ÌgÑd< Ì9àºÖ?>@MØ69Ï�Ì :
6gÊbËU>
ßPË

Γ
Ì9ÑU>·GD>=Êº69Ëd>@G¸àPF

FV (Γ )
�
FVF (Γ )

�ØÌgÊºG GD>=ùºÊ{>_G <?Ê Ì
ÊºÌLËUÛ{ÑUÌgÖ¡K�Ì�Fcá

Ä�E�� ³ s#>i´K>@Ô7Õ#�Yq�uhvFpr´Á>@��BVq�u�vPp
ôSA{>�GD>=Ëd>_ÑdÔ3<®Ê{<®M;Ëd< :NÑU>_G{Ûº:1ËU<?6cÊ"Ñd>_Ö®Ì9Ëd<®6gÊ

→
ÌgÑd< Md>_M�ÏJÑU6gÔ ËdAº>NÏJ6gÖ®Ö®6LK'<?Ê{Ó�ÑU>_G{Ûº:1ËU<?6cÊØÑdÛºÖ?>@M

Ì9ÊºG�>=ÎLÌ9Ö®ÛºÌ9Ëd<®6gÊ2:
6gÊbËU>
ßPËUM�:
(λx : φ. M)N →M [x := N ] (λa. M)t→M [a := t]

fst(〈M,N〉) →M snd(〈M,N〉) → N

case(inl(M), x : φ. N, x : ψ. O) → N [x := M ]

case(inr(M), x : φ. N, x : ψ. O) → O[x := M ]

let [a, x : φ] := [t,M ] in N → N [a := t][x := M ]

axProp(t, u, axRep(t, u,M)) →M

indφ(M, t) → λc. M c (λb.λx : b ∈I c. indφ(M, t) b)

öYÊÚËUA{>�Ñd>@GDÛº:
Ëd<®6gÊ�ÑdÛ{Ö®>_M�ÏJ6cÑ
ind
ËU>=ÑUÔ"M=ÕDËUA{>�ÎLÌ9ÑU<®Ìgà{Ö®>

x
< M'Ê{>_K�á

ôSA{>³>=ÎLÌ9Ö®ÛºÌLËU<?6cÊ�:=6gÊbËd>=ßPËUM'GD>@Md:=Ñd<®àI>�:_Ì9Ö®ÖlÒ�àPFcÒ�Ê{>_>_Gj�¼Ö®ÌgE=F���>=ÎLÌgÖ?ÛºÌ9Ëd<®6gÊ�6gÑ�GD>=Ñ�:
[◦] ::= fst([◦]) | snd([◦]) | case([◦], x.N, x.O)

axProp(t, u, [◦]) | let [a, x : φ] := [◦] in N | [◦] M | magic([◦])

5ú>yGD<®M;Ëd<®Ê{ÓcÛ{<®MdAÚ:=>=ÑdËUÌ9<®Ê
λZω
Ëd>=ÑUÔ"M.ÌcM�ÎLÌ9Ö®Û{>@M=ábôSA{>�ÎLÌ9Ö®Û{>@M.ÌgÑd>'Óc>=Ê{>_ÑUÌ9Ëd>_G3àPFªËdAº>

ÏJ6gÖ®Ö?6LK'<®Ê{Ó�ÌgàºM[ËUÑUÌc:1Ë�ÓcÑUÌgÔªÔ"ÌgÑ_Õ9K'Aº>=ÑU>
M
<®M.Ì9ÊÚÌgÑdàº<lËUÑUÌgÑdF�ËU>=ÑUÔ2áV��àPÎP<?6cÛºMdÖ?FcÕ9ËdAº>=ÑU>�Ì9ÑU>

Ê{63ÐI6bMdMd<?àºÖ?>³ÑU>_GDÛº:
Ëd<®6gÊºM�ÏJÑU6gÔ$ÎLÌ9Ö®Û{>_M_á

V ::= λa. M | λx : φ. M | inr(M) | inl(M) | [t,M ] | 〈M,N〉 | axRep(t, u,M)

��>(�6p7uhq�uhvFp n E¹Ö � ¥}J � � � M ↓ � Q �f� � J � ¢YT�¤R� � IKN �;��� T � NF¤ �!� ��LYJ�� � N@¦&Q�J�IKS M
� � J�S ��×NFLK� �R� Z �RNA��� ���M��� �9T�LK� � IKN%¥ � LKU � I � LKOm�f��LK� M Ê{6gÑUÔ"Ì9Ö®<?E_>_M Z Ö � ¥}J � � � M ↓ v � QM¥ �¥�LKN��}��I � ��LY� � �f��LY� v ��� �f� � � � J�SØLK��¥7� � ¤��m��� ��� J � ¢KT�¤;� � IKN �;��� T � NF¤ � � � J�S � NFLK� �R� Z Ö �¥}J � � � M →∗ M ′ � Q M J � ¢KT�¤ ��� ��I M ′ � N � IKS � NPTVS ��� J I5Q � � � ­ � Z



z_z

Ä�E n ³ s#>iq�À�Ù�>@w+vPx
λZω

ôSA{>NË[FPÐ�>yMdFDM[ËU>=Ô ÏJ6gÑ
λZω
< M�:
6gÊIM[ËUÑdÛº:
Ëd>@GØÌg:_:
6gÑ�GD<®Ê{Ó³Ëd6�ËdAº>�Ð{ÑU<?ÊI:
<®Ð{Ö?>�69Ï�ËUA{>³Ù.ÛºÑdÑUFbÒ

ÜN6LKSÌ9Ñ�G"<®Md6gÔ36cÑdÐ{Aº<®MdÔ ÏJ6gÑSödñ�

Rω

á{ô.FPÐI>@MSÌ9ÑU>�ödñ�

Rω

ÏJ6gÑUÔ�ÛºÖ®ÌcM=ÕPÌ9ÊºGØËd>_ÑdÔ"MSÌ9ÑU>
λZωËd>=ÑUÔ"M=áLÙ.6gÊbËd>=ßPËUM

Γ
ÌgÑd>�ùIÊ{<lËU>.Md>
Ë�M¡69ÏDÐºÌg<?Ñ�M

(xi, φi)
á@ôSA{>�ùIÑUM;Ë�Md>
Ë/6gÏPÑUÛ{Ö®>_M�:=6gÑUÑd>@M;Ð�6gÊIG{M

Ëd6ªùºÑ�M[ËdÒr6cÑUGD>_ÑSÖ?6cÓg< :9á

Γ, x : φ ` x : φ

Γ `M : φ→ ψ Γ ` N : φ

Γ `M N : ψ

Γ, x : φ `M : ψ

Γ ` λx : φ. M : φ → ψ

Γ `M : φ Γ ` N : ψ

Γ ` 〈M,N〉 : φ ∧ ψ

Γ `M : φ ∧ ψ

Γ ` fst(M) : φ

Γ `M : φ ∧ ψ

Γ ` snd(M) : ψ

Γ `M : φ

Γ ` inl(M) : φ ∨ ψ

Γ `M : ψ

Γ ` inr(M) : φ ∨ ψ

Γ `M : φ ∨ ψ Γ, x : φ ` N : ϑ Γ, x : ψ ` O : ϑ

Γ ` case(M,x : φ. N, x : ψ. O) : ϑ

Γ `M : φ

Γ ` λa. M : ∀a. φ
a /∈ FVF (Γ )

Γ `M : ∀a. φ

Γ `M t : φ[a := t]

Γ `M : φ[a := t]

Γ ` [t,M ] : ∃a. φ

Γ `M : ⊥
Γ ` magic(M) : φ

Γ `M : ∃a. φ Γ, x : φ ` N : ψ

Γ ` let [a, x : φ] := M in N : ψ
a /∈ FVF (Γ, ψ)

ôSA{>�Ñd>@M[Ë'6gÏ/ËdAº>�ÑdÛ{Ö®>_M':=6gÑUÑd>@M;Ð�6gÊIG"Ëd63ödñ�

Rω

Ì9ßD<?6cÔ3M�:

Γ `M : ∀d. (d ∈I t→ d ∈ u) ∧ (d ∈I u→ d ∈ t)

Γ ` eqRep(t, u,M) : t = u

Γ ` t = u
Γ ` eqProp(t, u,M) : ∀d. (d ∈I t→ d ∈ u) ∧ (d ∈I u→ d ∈ t)

Γ `M : ∃c. c ∈I u ∧ t = c

Γ ` inRep(t, u,M) : t ∈ u
Γ ` t ∈ u

Γ ` inProp(t, u,M) : ∃c. c ∈I u ∧ t = c

Γ `M : φA(t, u)

Γ ` axRep(t, u,M) : t ∈I tA(u)

Γ `M : t ∈I tA(u)

Γ ` axProp(t, u,M) : φA(t, u)

Γ `M : ∀c. (∀b. b ∈I c→ φ(b, t)) → φ(c, t)

Γ ` indφ(a,b)(M, t) : ∀a. φ(a, t)

ìN69ËU>3ËdAºÌ9Ë�ËUA{>"Ë[FPÐ{<®Ê{ÓÍM;FDM;Ëd>_Ô < M�MdFPÊcË�ÌLßPÒ�6gÑU<?>_ÊcËU>_GÍï ËUA{>"ÏJ6gÑUÔ 6gÏSËdA{>ØÖ Ì9Ô�à�GºÌ
Ëd>=ÑUÔ <®Ê�ËdA{>-:=6gÊº:=Ö?ÛºMd<®6gÊ�69Ï/ËUA{>�ÑUÛ{Ö?>-G{>
Ëd>_ÑdÔ3<®Ê{>_M�ËUA{>�ÑUÛ{Ö?>³Û{Êº<®êbÛ{>_Ö?Fcá



z��
Ä�EÚÃ ³ s#>iÙ#´ÁvPÙ�>(´Áq�u�>(wMvFx

λZω

5ú>�Ê{6LK Ð{ÑU6P:=>=>@GÚK'<?ËdACÌ3M[Ë�Ì9ÊºGºÌ9Ñ�G�Md>_êbÛ{>_Êº:
>³69Ï4Ö?>_Ô3Ô3ÌcM�ÏJ6gÑ
λZω
á

=�>@?A?ABDC n ¶ ¿ B�p#vPp#uh�)B��"{�vP´Á?%w ¸ E�ÛPT�­)­�I �;� M ��� L � LKUÜT � LYNF¢ `M : ϑ Z  F� � N ¨
b ϑ = t ∈I tA(u) � É M = axRep(t, u,N)

LKNF¢
` N : φA(t, u) Zb ϑ = φ ∨ ψ � É �M = inl(N)

LKNF¢
` N : φ � IKJ+�M = inr(N)

LYNF¢
` N : ψ � Zb ϑ = φ ∧ ψ � É M = 〈N,O〉 X ` N : φ

LYNF¢
` O : ψ Zb ϑ = φ → ψ � É M = λx : φ. N

LYNF¢
x : φ ` N : ψ Zb ϑ = ∀a. φ � É M = λa. N

LKN�¢
` N : φ Zb ϑ = ∃a. φ � É M = [t,N ]

LKN�¢
` N : φ[a := t] Zb ϑ = ⊥

N �R�K� J&��L�­)­ � N � Z[\J]I�I5Q Z öYÔªÔ3>@GD<®Ì9Ëd>³ÏJÑU6gÔÿËUA{>³Ë[FPÐ{<®Ê{Ó3ÑdÛ{Ö®>_M'ÌgÊºG�ËdA{>-G{>
ùºÊ{<?Ëd<®6gÊ�69Ï�ÎLÌ9Ö®Û{>_M_á
=�>@?A?ABDC@Ãk¶�Ý·>@BVÞF>(p#uhp#ß ¸ Ea�fQ Γ ` M : φ

LYNF¢
FV (ψ) ∪ {x}

LYJ � Q�J �R� �à��I~��� �­FJ]I�I5Qa�9J ��� Γ `M : φ X ��� � N Γ, x : ψ `M : φ Z
[\J]I�I5Q Z É ËdÑ�Ì9<®ÓgAbË;ÏJ6cÑdKSÌ9Ñ�G"<®ÊºGDÛº:
Ëd<®6gÊ26gÊ Γ `M : φ

á
ôSA{>=ÑU>�ÌgÑd>'Ë[K�6�MdÛ{àºM;Ëd<?ËdÛ{Ëd<®6gÊÚÖ®>=Ô3Ô"ÌgM_Õb6gÊ{>�ÏJ6gÑ�ËdA{>yÐ{ÑU6gÐ�6cMd<lËU<?6cÊºÌ9ÖIÐºÌ9ÑdË_ÕcËdAº>�6gËdA{>_Ñ

ÏJ6gÑ-ËUA{>�ùºÑUM;Ë;Ò�6gÑ�GD>_Ñ-ÐºÌ9ÑdË�6gÏ'ËdA{>�:=Ì9Ö :
ÛºÖ?ÛºM_á É <?ÊI:
>ØËUA{>ÚÑUÛ{Ö®>_MªÌ9ÊºGÝËd>=ÑUÔ"M-6gÏ
λZω
:=6gÑdÒ

Ñd>@M;Ð�6gÊºG{<?Ê{ÓØËd6�ödñ�

Rω

Ì9ßP<®6gÔ"MyGD6ÚÊº69Ë�<®ÊbËd>_ÑUÌc:1Ë�K'<?ËdA7M;ÛºàºM[ËU<lËUÛDËd<®6gÊIM�<®ÊúÌ�M;<®ÓgÊ{<?ùI:_Ì9ÊbË
K�Ì�FcÕcËUA{>�Ð{ÑU6P69Ï¼M'Ì9ÑU>³Ñd6cÛDËd<®Ê{>cá
=�>@?A?ABDC�Ä<E��fQ

Γ, x : φ `M : ψ
LKN�¢

Γ ` N : φ X �f� � N Γ `M [x := N ] : ψ Z
[\J]I�I5Q Z �.FÚ<?ÊºG{Ûº:1ËU<?6cÊ�6cÊ Γ, x : φ `M : ψ

áD57>-M;Aº6LK Ë[K�6ª<®ÊbËd>_Ñd>@M[ËU<?Ê{Ó":_ÌgMd>_M_á

b ψ = ψ1 → ψ2
Õ
M = λy : ψ1. O

á<g�Md<?Ê{Ó
α
ÒY:
6cÊbÎc>=Ñ�M;<®6gÊCK�>�:_Ì9Ê7:�A{6P6cMd>

y
Ëd6�àI>

Ê{>=K�ÕIM;6ªËdAIÌLË
y /∈ FV (Γ, x) ∪ FV (N)

áºôSA{>�ÐºÑd6P69Ï�ËdÑU>=>³Ô�ÛIM[Ë'>=ÊIG�K'<?ËdA�:
Γ, x : φ, y : ψ1 ` O : ψ2

Γ, x : φ ` λy : ψ1. O : ψ1 → ψ2

��F×ËUA{>·<®ÊºGDÛI:1Ëd<®Îg>7APFPÐI6gËdA{>@M;< M=Õ
Γ, y : ψ1 ` O[x := N ] : ψ2

ÕSMd6
Γ ` λy :

ψ1. O[x := N ] : ψ1 → ψ2
á<��FCËUA{>Ø:�A{6g< :
>36gÏ

y
Õ
Γ ` (λy : ψ1. O)[x := N ] :

ψ1 → ψ2
á

b ψ = ψ2,M = let [a, y : ψ1] := M1 in M2
áºôSA{>�ÐºÑd6P69Ï�ËdÑU>=>³>=ÊIG{MSK'<lËUA<:

Γ, x : φ `M1 : ∃a. ψ1 Γ, x : φ, y : ψ1 `M2 : ψ2

Γ, x : φ ` let [a, y : ψ1] := M1 in M2 : ψ2

Ù.A{6P6cMd>
a
Ì9ÊºG

y
Ëd6 à�>CÏJÑU>_MdA�á���F×ËdA{>ú<?ÊºG{Ûº:1ËU<?Îc>ÍAPFbÐ�69ËUA{>_Md< M=Õ

Γ ` M1[x :=
N ] : ∃a. ψ1

ÌgÊºG
Γ, y : ψ1 ` M2[x := N ] : ψ2

á4ôSAbÛIM
Γ ` let [a, y : ψ1] :=

M1[x := N ] in M2[x := N ] : ψ2
á7�.F

a
ÌgÊºG

y
ÏJÑd>@M;A/Õ

Γ ` (let [a, y : ψ1] :=
M1 in M2)[x := N ] : ψ2

K'A{<®:�A�< M'K'AºÌLË'K�>³K�ÌgÊcË@á
=�>@?A?ABDCVÅ�E��fQ

Γ `M : φ X ��� � N Γ [a := t] `M [a := t] : φ[a := t] Z



z��

[\J]I�I5Q Z �.F�<?ÊIGDÛº:1ËU<?6cÊC6gÊ Γ ` M : φ
áIBÍ6cM;ËN69Ï4ËdA{>-ÑUÛ{Ö®>_M'GD6"Êº69ËN<®ÊcËU>=Ñ�Ìg:
ËNK'<lËUA2ùºÑUM;Ë;Ò

6gÑ�GD>=Ñ3M;ÛºàºM[ËU<lËUÛDËd<®6gÊ/Õ�M;67K.>�K'<®Ö?ÖNMdA{6LKÿËUA{>2Ð{Ñd6P6gÏ�8[ÛºM;ËªÏJ6cÑªËdA{>�Ë[K�6ú6gÏNËdA{>_Ô K'A{< :�A
GD6ºá

b φ = ∀b. φ1
Õ
M = λb. M1

áIôSA{>³Ð{Ñd6P6gÏ/ËdÑU>=>�>_ÊºG{MSK'<?ËdA<:
Γ `M1 : φ1

Γ ` λb. M1 : ∀b. φ1
b /∈ FVF (Γ )

5¸<lËUA{6gÛ{ËÚÖ?6bMdM36gÏyÓc>=Ê{>_ÑUÌgÖ?<?Ë[FÝK�>2:_Ì9Ê¸ÌgMUMdÛ{Ô3>�ËUAºÌLË
b /∈ FV (t) ∪ {a}

á���F ËUA{>
<?ÊIGDÛº:1ËU<?Îc>3AbFPÐ�69ËUA{>_Md<®M_Õ

Γ [a := t] ` M1[a := t] : φ1[a := t]
á�ôSAº>=ÑU>
ÏJ6gÑU>

Γ [a :=
t] ` λb. M1[a := t] : ∀b. φ1[a := t]

Ì9ÊIG àPF ËUA{>Í:�A{6c<®:=>�6gÏ
b
Õ
Γ [a := t] `

(λb. M1)[a := t] ` (∀b. φ1)[a := t]
á

b φ = φ1[b := u]
Õ
M = M1 u

ÏJ6cÑNM;6cÔª>yËU>=ÑUÔ
u
áIôSA{>³Ð{Ñd6P6gÏ/ËdÑU>=>³>_ÊºG{M'K'<?ËdA<:

Γ `M1 : ∀b. φ1

Γ `M1 u : φ1[b := u]

Ù.A{6P6cMd<?ÊºÓ
b
Ëd6×àI>·ÏJÑd>@M;A/Õ.àPF×ËdA{>7<?ÊIGDÛº:1ËU<?Îc>·APFPÐI6gËdA{>@M;< MØK�>·Óc>
Ë

Γ [a := t] `
M1[a := t] : ∀b. (φ1[a := t])

Õ/Md6
Γ [a := t] ` M1[a := t] u[a := t] : φ1[a :=

t][b := u[a := t]]
áK��F-â�>_Ô3Ô3Ì�ä�ÌgÊºG

b /∈ FV (t)
ÕLK�>�Óg>
Ë

Γ [a := t] ` (M1 u)[a :=
t] : φ[b := u][a := t]

á
5¸<lËUA�ËUA{>�Ö®>=Ô3Ô"ÌgM'ÌLËNAIÌ9ÊºG¡ÕV�xÑd6cÓgÑU>_MUM�ÌgÊºG���Ñd>@M;>_ÑdÎLÌ9Ëd<®6gÊØÏJ6cÖ?Ö®6LK >@ÌgMd<?Ö®F�:

=�>@?A?ABDC�Æá¶]â�Õ���ã�>(�$q�äl>@Ô#Õ7�$q�u�vPp�å(æH´K>@w�>)´Áç�BVq�uhvFp ¸ E@�hQ Γ `M : φ
LKN�¢

M → N X��� � N Γ ` N : φ Z
[\J]I�I5Q Z �.F2<®ÊºGDÛº:
Ëd<®6gÊÍ6cÊ2ËdA{>ªGD>
ùIÊ{<lËU<?6cÊ·6gÏ M → N

áI57>�MdA{6LK&M;>_Îg>_ÑUÌgÖ/:=ÌcM;>@M=á¡Ù�ÌgMd>
M → N

69Ï5:
b (λx : φ1. M1) M2 →M1[x := M2]

áPôSA{>NÐ{ÑU6P69Ï,ËdÑU>=>
Γ `M : φ

Ô�ÛºM;Ë.>_ÊºG3K'<lËUA<:
Γ, x : φ1 `M1 : φ

Γ ` λx : φ1. M1 : φ1 → φ Γ `M2 : φ1

Γ ` (λx : φ1. M1) M2 : φ

��FÚâ�>_ÔªÔ"Ì2ä�íDÕ
Γ `M1[x := M2] : φ1

á
b let [a, x : φ1] := [t,M1] in M2 → M2[a := t][x := M1]

á�ôSA{>·Ð{Ñd6P6gÏ�ËUÑd>_>
Γ `M : φ

Ô�ÛºM;Ë'>=ÊºG�K'<?ËdA<:
Γ `M1 : φ1[a := t]

Γ ` [t,M1] : ∃a. φ1 Γ, x : φ1 `M2 : φ

Γ ` let [a, x : φ1] := [t,M1] in M2 : φ

Ù.A{6P6cMd>
a
Ëd6-à�>'ÏJÑd>@M;A/ácôSAPÛºM

M1[a := t] = M1
ÌgÊºG

Γ [a := t] = Γ
á)��F�ËUA{>�Md<®G{>
Ò

:
6cÊºGD<?Ëd<®6gÊ"69Ï¡ËUA{>�Ö ÌgM;Ë�Ë[FPÐ{<®Ê{Ó-ÑUÛ{Ö®>gÕ
a /∈ FV (φ)

ÕPM;6
φ[a := t] = φ

á(��F"â�>_Ô3Ô3ÌØä_î
K.>�Óg>
Ë

Γ [a := t], x : φ1[a := t] ` M2[a := t] : φ[a := t]
ÕIMd6ØÌ9Ö M;6

Γ, x : φ1[a :=
t] `M2[a := t] : φ

á���FÚâ�>_ÔªÔ"Ì2ä�íDÕPK.>³Óc>
Ë
Γ `M2[a := t][x := M1] : φ

á



zU|

b axProp(t, u, axRep(t, u,M1)) →M1
áIôSA{>³Ð{Ñd6P6gÏ/ËdÑU>=>�Ô�ÛºM;ËS>_ÊºG�K'<lËUA<:

Γ `M1 : φA(t, u)

Γ ` axRep(t, u,M1)) : t ∈I tA(u)

Γ ` axProp(t, u, axRep(t, u,M1)) : φA(t, u)

ôSA{>-:
Ö Ì9<®ÔÿÏJ6cÖ?Ö®6LKNMS<?Ô3Ô3>_G{<®Ì9Ëd>=Ö®Fgá
b indψ(a,f)(M1, t) → λc. M1 c (λb.λx : b ∈I c. indψ(a,b)(M1, t) b)

á�ôSA{>"Ð{ÑU6P69Ï
ËdÑU>=>³Ô�ÛIM[ËN>_ÊºG�K'<lËUA<:

Γ `M1 : ∀c. (∀b. b ∈I c→ ψ(b, t)) → ψ(c, t)

Γ ` indψ(a,f)(M1, t) : ∀a. ψ(a, t)

5ú>�:�A{6P6bM;>
b, c, x

Ëd6ªà�>�ÏJÑU>_MdA�áV��F"Ì9Ð{Ð{Ö®FP<?ÊºÓ
α
Ò�:=6gÊPÎg>_ÑUMd<®6gÊ3K.>³:=ÌgÊ�ÌgÖ®Md6�6càDËUÌg<?ÊÚÌ

Ð{ÑU6b6gÏ«ËdÑU>=>�69Ï
Γ ` M1 : ∀e. (∀d. d ∈I e → ψ(d, t)) → ψ(e, t)

Õ,K'A{>_Ñd>
{d, e} ∩

{b, c} = ∅
á{ôSA{>_Ê2àbF"57>_ÌgOg>_Ê{<?ÊºÓªK�>yÓg>
Ë

Γ, x : b ∈I c `M1 : ∀e. (∀d. d ∈I e→
ψ(d, t)) → ψ(e, t)

ÕPM;6-ÌgÖ®Md6
Γ, x : b ∈I c ` indψ(a,b)(M1, t) : ∀a. ψ(a, t)

áPâ�>
ËxËdA{>
Ð{ÑU6b6gÏ/ËUÑd>_>

T
à�>-GD>
ùºÊº>_G2ÌgM�:

Γ, x : b ∈I c ` indψ(a,b)(M1, t) : ∀a. ψ(a, t)

Γ, x : b ∈I c ` indψ(a,b)(M1, t) b : ψ(b, t)

Γ ` λx : b ∈I c. indψ(a,b)(M1, t) b : b ∈I c→ ψ(b, t)

Γ ` λb.λx : b ∈I c. indψ(a,b)(M1, t) b : ∀b. b ∈I c→ ψ(b, t)

ôSA{>=Ê�ËUA{>³ÏJ6gÖ®Ö?6LK'<®Ê{ÓªÐ{ÑU6b6gÏ/ËUÑd>_>³MdA{6LKNM�ËUA{>-:
Ö Ì9<®Ôm:
Γ `M1 : ∀c. (∀b. b ∈I c→ ψ(b, t)) → ψ(c, t)

Γ `M1 c : (∀b. b ∈I c→ ψ(b, t)) → ψ(c, t) T

Γ `M1 c (λb.λx : b ∈I c. indψ(a,b)(M1, t) b) : ψ(c, t)

Γ ` λc. M1 c (λb.λx : b ∈I c. indψ(a,b)(M1, t) b) : ∀c. ψ(c, t)

=�>@?A?ABDCVÇè¶5æH´KvPßP´K>@w�w ¸ E��fQ ` M : φ X �f� � N �;� ��� � J M ��� L � LKUÜT � IKJM�f� � J �+��� N� T�¤��m�f��LY� M → N Z
[\J]I�I5Q Z É ËdÑ�Ì9<®ÓgAbË;ÏJ6cÑdKSÌ9Ñ�G2<®ÊºGDÛº:
Ëd<®6gÊ§6gÊ ` M : φ

á¡57>ØM;Aº6LK&ËdA{>":_ÌgMd>_M�ÏJ6gÑyËdAº>"ÑdÛ{Ö®>_M
:
6gÑUÑU>_MdÐI6cÊºGD<®Ê{Ó�ËU63ödñ�


Rω

ÌLßD<®6gÔ"M=á

b ö�Ï M = axRep(t, u,M)
ÕPËdA{>_Ê

M
< MNÌªÎ�ÌgÖ?Ûº>gá

b ö�Ï M = axProp(t, u, O)
ÕºËdA{>_Ê�K�>³AºÌ�Îg>�ËdAº>³ÏJ6gÖ®Ö?6LK'<®Ê{Ó3Ð{ÑU6b6gÏ/ËUÑd>_>$:

` O : t ∈I tA(u)

` axProp(t, u, O) : φA(t, u)

��F�ËdA{>S<®ÊºGDÛº:
Ëd<®Îg>SAPFPÐI6gËdA{>@M;< M=ÕL>_<lËUA{>=Ñ
O
<®M«Ì�ÎLÌ9Ö®Û{>S6gÑ4ËdAº>=ÑU>�< M

O1
MdÛº:�A�ËdAºÌ9Ë

O →
O1
á=öYÊ-ËdA{>xÏJ6gÑUÔª>_Ñ�:_ÌgMd>gÕ
àPF�Ù�Ì9Ê{6cÊ{< :=Ì9Ö)
{6gÑUÔ"M=Õ

O = axRep(t, u, P )
ÌgÊºG

M → P
á

öYÊ�ËdA{>�Ö ÌLËdËd>=Ñ@ÕDàPF"ËdAº>�>=ÎLÌ9Ö®ÛºÌLËU<?6cÊ�ÑUÛ{Ö®>_M
axProp(t, u, O) → axProp(t, u, O1)

á



z1~

b ôSA{>N:=ÌcM;>@M�:
6gÑUÑU>_MdÐI6cÊºGD<®Ê{Ó�ËU6yËdA{>'>@êcÛIÌ9Ö®<lË[F�ÌgÊºGªÔ3>=Ô�à�>=Ñ�MdA{<?Ð3ÌLßD<®6gÔ"M�K�6gÑUO�<?ÊªËdAº>MdÌgÔ3>yKSÌ�Fgá
b ôSA{> ind

Ëd>=ÑUÔ"M'Ì9Ö®K�Ì�FDM�ÑU>_GDÛº:=>gá

¿ vP´KvP���hBV´ÁÀ n EH�fQ
`M : φ

LYNF¢
M ↓ v X �f� � N ` v : φ

LYNF¢
v ��� L � LKUéT � Z

¿ vP´KvP���hBV´ÁÀêÃ�EH�fQ
`M : ⊥ X �f� � N M ¢)I �R� NFIK��NFIYJ�SMLYU �Wë�� Z

[\J]I�I5Q Z ö�Ï M Êº6gÑUÔ3ÌgÖ?<®E=>@G¡ÕDËUA{>=ÊÍàPFÍÙ.6gÑU6gÖ®Ö®ÌgÑdF�é"K.>�K.6cÛ{Ö®G2AIÌ�Îg>-Ì"ÎLÌ9Ö®Û{>-6gÏ«Ë[FPÐI> ⊥ ÕK'A{<®:�A2àPF�Ù�ÌgÊ{6gÊ{< :=ÌgÖ�
{6gÑUÔ"MS<®MS<®Ô3ÐI6bMdMd<®à{Ö?>cá

�<®ÊºÌgÖ?Ö®FgÕDK�>�M[Ë�ÌLËd>³ËUA{>³ÏJ6gÑUÔ"Ì9Ö¡:
6cÑdÑU>_MdÐ�6gÊºGD>_Êº:
>yà�>
Ë[K�>=>=Ê

λZω
ÌgÊºG�ödñ�


Rω

:
=�>@?A?ABDCVÊè¶ ¿ Õ�´Á´ÁÀ�ì�íiv@î¡BV´KÔduhw�vP?%v�´ÁÙ6s7u�w�? ¸ EÁ�hQ Γ ` O : φ

�f� � NH����G Rω+rg(Γ ) `
φ X ¥7� � J � rg(Γ ) = {φ | (x, φ) ∈ Γ} Z �fQa����G Rω+Γ ` φ X �f� � ND��� � J ��� � ��� � � L,� � J�S
M � T�¤��m�f��LY� Γ `M : φ X ¥7� � J � Γ = {(xφ, φ) | φ ∈ Γ} Z
[\J]I�I5Q Z �.6gËdA�ÐºÌgÑ;Ë�M,ÏJ6gÖ®Ö®6LKúàPF�>@ÌgMdF�<®ÊºGDÛº:
Ëd<®6gÊ�6cÊ�ËUA{>�Ð{ÑU6P69Ï[á@ôSA{>�ùºÑ�M[Ë/ÐIÌ9ÑdË�<®M�M[ËUÑUÌg<?ÓcAcËdÒÏJ6gÑUK�ÌgÑUG¡Õ�ËU6�Óg>=Ë«ËdA{>�:=Ö®Ìg<?Ô M;<®Ô3Ð{Ö®F�>=Ñ�ÌgMd>�ËdA{>�Ö®ÌgÔ�à,G{Ì�Ëd>=ÑUÔ"M�ÏJÑU6gÔ¾ËUA{>NÐ{ÑU6P69Ï�ËdÑU>=>cá$
{6cÑ
ËdA{>-Md>_:=6gÊºG�ÐºÌ9ÑdË_ÕDK�>�M;Aº6LK Ëd>_ÑdÔ"M'ÌgÊºG�ËdÑU>=>_MS:=6gÑUÑd>@M;Ð�6gÊºG{<?Ê{Ó�Ëd63ödñ�


Rω

Ì9ßD<?6cÔ3M�:
b â�>=Ë φ à�> 6cÊ{>Ý69Ï3ËdAº> ödñ�
 Rω ÌLßD<®6gÔ"MÍÌgÐºÌ9ÑdË2ÏJÑd6cÔ ∈

Ò�öYÊºGDÛº:
Ëd<®6gÊ�á�ôSA{>=Ê
φ =

∀a. ∀c. c ∈I tA(a) ↔ φA(c, a)
ÏJ6gÑ�ËdAº>7Ì9ßP<®6gÔ��¼æ��j�¼<?ÊI:
6gÑUÐ�6gÑ�ÌLËd<®Ê{Ó Ì9ßD<?6cÔ3M�Jö[ì���ÌgÊºGA�¼ü\½H�N<®ÊÍËUA{< My:_ÌgMd>�<®ÊÍËUA{>�6càPÎb<®6gÛIMNKSÌ�FV�
áP�'>@:=ÌgÖ?Ö4ËdAIÌLË

φ1 ↔ φ2
< M�ÌgÊ

Ì9à{àºÑd>_Îb< ÌLËU<?6cÊØÏJ6cÑ
(φ1 → φ2) ∧ (φ2 → φ1)

áºâ/>
Ë
T
à�>³ËdAº>³ÏJ6gÖ®Ö?6LK'<®Ê{ÓªÐ{Ñd6P6gÏ/ËdÑU>=>):

Γ, x : φA(c, a) ` x : φA(c, a)

Γ, x : φA(c, a) ` axRep(c, a, x) : c ∈I tA(a)

Γ ` λx : φA(c, a). axRep(c, a, x) : φA(c, a) → c ∈I tA(a)

â�>=Ë�Ì9Ö M;6
N ≡ 〈λx : c ∈I tA(a). axProp(c, a, x), λx : φA(c, a). axRep(c, a, x)〉

á
ôSA{>=Ê�ËUA{>³ÏJ6gÖ®Ö?6LK'<®Ê{ÓªÐ{ÑU6b6gÏ/ËUÑd>_>³MdA{6LKNM�ËUA{>-:
Ö Ì9<®Ôm:

Γ, x : c ∈I tA(a) ` x : c ∈I tA(a)

Γ, x : c ∈I tA(a) ` axProp(c, a, x) : φA(c, a)

Γ ` λx : c ∈I tA(a). axProp(c, a, x) : c ∈I tA(a) → φA(c, a) T

Γ ` N : c ∈I tA(a) ↔ φA(c, a)

Γ ` λaλc. N : ∀a. ∀c. c ∈I tA(a) ↔ φA(c, a)

b â�>=Ë φ à�>úËUA{> ∈ Ò�<?ÊºG{Ûº:1ËU<?6cÊ¯Ì9ßD<?6cÔ�á'â/>
Ë M = λfλx : (∀a.(∀b. b ∈I a →
ψ(b, f)) → ψ(a, f)). ind(x, f)

Ì9ÊºG Ö®>
Ë
ϑ = ∀a.(∀b. b ∈I a → φ(b, f)) →

ψ(a, f)
áºôSA{>³ÏJ6cÖ?Ö®6LK'<?ÊºÓ�Ð{ÑU6P69Ï�ËdÑU>=>�M;Aº6LKNM�ËdA{>-:=Ö®Ìg<?Ôm:

Γ, x : ϑ ` x : ϑ

Γ, x : ϑ ` indψ(a,f)(x, f) : ∀a. ψ(a, f)

Γ `M : ∀f.(∀a.(∀b. b ∈I a→ ψ(b, f)) → ψ(a, f)) → ∀a. ψ(a, f)



z��
ìN69ËU>�ËdAºÌ9Ë�Ì9Ö®Ö'Ð{ÑU6b6gÏ¼M3<?Ê ËUA{<®M�M;>@:1ËU<?6cÊ ÌgÑd>C:
6cÊºM;ËdÑUÛº:1ËU<?Îc>2ÌgÊºG êcÛº<lËU>ÍK.>@Ì9O§ÏJÑU6gÔ

ËdA{>7Ð{ÑU6b6gÏ ÒtËUA{>=6cÑd>=Ëd< :CÐ�6g<®ÊcË269Ï-ÎP<®>=K ï ÜN>_FbËd<®Ê{Ó æ�Ñd<?ËdAºÔª>=Ëd< :úMdA{6cÛ{Ö®G àI>§M;Û�º":=<?>_ÊbË
Ëd6ÍÏJ6cÑdÔ"ÌgÖ?<®E=>"ËUA{>2Ì9ÑUÓgÛ{Ô3>=ÊbË�M=á4ÜN6LK�>=Îg>_Ñ_Õ/àbF7ËUA{>2Ù.Û{ÑUÑUFcÒYÜN6LKSÌ9Ñ�Gú<®Md6gÔ36gÑUÐ{A{< MdÔ�ÌgÊºG
Ù.6gÑU6gÖ®Ö®ÌgÑdF�ëºÕPÊ{6gÑUÔ"Ì9Ö®<?E@ÌLËU<?6cÊ"69Ï

λZω
>=ÊbË�Ì9<®Ö®MS:
6cÊºMd<®M;Ëd>_Êº:
F369Ï�ödñ�


Rω

ÕPK'A{< :�AÚ>@ÌgMd<?Ö®F3<?ÊDÒ
Ëd>=ÑUÐ{ÑU>
Ë�MxÜN>_FbËd<®Ê{Ó�æ�Ñd<?ËdA{Ô3>=Ëd< :9áDôSA{>=ÑU>
ÏJ6cÑd>�Ì�Ê{6gÑUÔ"Ì9Ö®<?E@ÌLËU<?6cÊªÐºÑd6P69Ï�Ô�ÛºM;Ë.ÛDËU<?Ö®<?E_>�Ô�Ûº:�A
M[ËUÑd6cÊ{Óg>_Ñ�Ô3>@Ì9ÊºM_ÕDK'A{< :�A�K�>�<?ÊbËUÑd6DGDÛº:=>³<?Ê�ËdAº>�ÏJ6cÖ?Ö®6LK'<®Ê{Ó"M;>@:1Ëd<®6gÊ/á

ï ðr2<Ó}3;È/ñ�Ó6ò�È/3dÈYÂYóèô�Ä�Ã ÀV_ `
Rω

öYÊÍËdAº<®MyM;>@:1ËU<?6cÊÍK.>�K.6cÑdO�<®Ê7ñ�
 K'<?ËdA
ω
Ò�Ô"Ì9ÊPF�M;ËdÑU6gÊºÓgÖ®F�<®ÊºÌg:_:
>@MdMd<?àºÖ?>ª:=Ì9Ñ�GD<®ÊºÌ9Ö M_áº57>

GD>=Ê{6gËd>�ËdA{>
i
ÒrËdAúM[ËUÑd6cÊ{ÓgÖ®F�<®ÊºÌc:=:
>@MdMd<®à{Ö?>�àbF

Γi
Ì9ÊIGC:�A{6P6cMd>�ËdA{>_Ô M;6ØËdAºÌ9Ë

Γi ∈ Γi+1
á
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D ∈ H
Õ

λrk(D) < β
á�ôSA{>=ÑU>
ÏJ6cÑd>3ÏJ6cÑ�Ì9Ö®Ö

g ∈ G
ËdAº>=ÑU>Ø<®M

D ∈ V λβ
ÌgÊºG

(N1, (N21, B))M;ÛI:�AÚËUAºÌLË
g = (N1, (N21, B))

ÌgÊºG
ψ(N1, N21, B,D)

A{6gÖ G{M_á É >
Ë
γ = β + 1

á

æ�Ë�ËdAº<®M�ÐI6c<?ÊbËy<lËy<®M�Ê{69Ë³:
Ö®>_ÌgÑNFg>=Ë�ËdAIÌLË�ËUA{>�ÑU>_ÌgÖ?<®E_Ìgà{<®Ö?<?Ë[F�G{>
ùºÊ{<?Ëd<®6gÊ·Ô3ÌgOg>@M�Md>=ÊºMd>
ï*ÌªÐ{Ñd<®6gÑU<,<lËNÔ3<®ÓgAbËNà�>-:
<®ÑU:=Û{Ö®ÌgÑ_áP57>�K'<?Ö®Ö�Ê{6LK¬M;Aº6LK¸ËdAºÌ9ËN<lËN< M'Ê{6gËSËdA{>-:_ÌgMd>gá

��>(�6p7uhq�uhvFp�C@Ì�EHG7IKJ¹LKN�Or¤RUÚI �;� ¢%� � J�S s X ¥ � ¢ � § N � N�TVS ��� JjI/Q~I�¤�¤;TVJ � NF¤ �R� I/Q s� NêLKNPOd� � J�S t
LKN�¢!QRIYJ�S¡TVUWL

φ X ¢ � NFIY� � ¢ � O Occ(s, t) LKN�¢ Occ(s, φ) X J �R� ­ � ¤;� ���K� UéO X� O � NF¢KT�¤;� � IKN
IKNê��� � ¢ � § N � � � IKN¯I/Q*� � J�S � LKNF¢�QRIYJ�S¡TVUWL � Z Ö �l� ��IY¥·J � ­FJ ���;� N���LK� ���Á�¤RUWLYT �;��� I5Q ��� � ¢ � § N � � � IKN ¨
b Occ(s, s) = 1 Zb Occ(s, a) = 0 X ¥7� � J � a ��� L � LYJ � L � U � Zb Occ(s, tA(u)) = Occ(s, u) Zb Occ(s, Sφ(t, u)) = Occ(s, φ) +Occ(s, t) +Occ(s, u) Zb Occ(s, t ∈ u) = Occ(s, t) +Occ(s, u) Zb Occ(s, φ ∧ ψ) = Occ(s, φ) +Occ(s, ψ) Z
��N,L ��� S � UÚLKJ'S+LKNPN � J�¥ � ¢ � § N � ��� � N�TVS ��� J'I5Q<Q�TVN�¤R� � IKN � OKS � IYU � FS � NmL!� � J�SkLKNF¢QRIKJ�S�TVUWL Z
��>(�6p7uhq�uhvFp�CPCFEH� � � M(N)

¢ � N�IK� � �f� �!�;� ��I/Q¡LYU�U7S�TVUé� ���R� � � I �Á� J N
¥ � �f�d��� �¡� ��LKN ×¢$LKJ�¢l¥ � U�U × QRIYTVNF¢ � ¢mIKJ�¢ � J � N(¦ Z G7IKJ�S+LKU�UéO X LlS � S ��� J A I5Q

M(N) ��� L�Q�TVNF¤;� � IYN¡Q�J]IYS
N
��I

N X J � �9TVJ�N � N(¦&QRIKJMLKNPO n �f� � N�TVS ��� J�I5Q¡¤�I�­ �h�R� I5Q n � N A Z Ö � ¢ � § N � L&Q�TVNF¤ ×� � IYN V ��L�þ � N@¦j� � J�S � LYNF¢¡QRIKJ�S�TVUWL �*� NP��I M(N) ¨ V (x)
QRIYJ�LKNPOdN�TVS ��� J i J � �9TVJ�N �

Occ(Vi, x) X QRIYJ x ���R� N@¦ �R� �f� � J!L+� � J�S|IKJ¡L�QRIKJ�S�TVUWL Z
=�>@?A?AB~�<CFEm �� � ¢ � § N � � � IYN¹I/QHJ � LKU �Wë L �;� U � �9O ��� ¥ � U�U × QRIKTVN�¢ � ¢ Z
[\J]I�I5Q Z g�Md>3ËdA{>"Ô3>_ÌcM;ÛºÑd>ªÏJÛ{Êº:
Ëd<®6gÊ m K'A{< :�A7ËUÌgOg>_M�Ì2:=Ö®ÌgÛºM;>"<®Ê7ËdA{>ØG{>
ùºÊ{<?Ëd<®6gÊÝÌgÊºGÑd>=ËdÛ{ÑUÊºM'Ì9Ê�>=Ö®>=Ô3>_ÊcËN6gÏ

M(N) × N
3 K'<?ËdA�ËUA{>�Ö?>=ßD<®:=6gÓgÑ�Ì9ÐºA{<®:_Ì9Ö�6gÑ�GD>=Ñ�:

b m(M 
ρ φ) ÿ � V (φ)
Õ
Occ(ω, φ)

Õ
FS(φ)

Õcý;M;ËdÑUÛº:
ËdÛ{Ñ�Ì9Ö�:=6gÔ3Ð{Ö®>
ßD<lË[FÚ69Ï
φ
þ/�

b m([[t]]ρ) ÿ � V (t)
Õ
Occ(ω, t)

Õ
FS(t)

Õ��)�



�;�
ôSA{>=Ê�ËdA{>³Ô3>_ÌcM;ÛºÑd>y69Ï�ËdA{>�GD>=ùºÊ{<®>=ÊºGDÛºÔ+<®M'ÌgÖ?KSÌ�FDMxÓcÑd>@ÌLËU>=Ñ.ËdAºÌgÊÚËUA{>³Ôª>@ÌgMdÛ{ÑU>�6gÏ/ËdAº>
GD>
ùºÊº<?>_ÊºM�ï <?Ê×ËdAº>2:=Ö®ÌgÛºMd>_M�ÏJ6gÑ3ÏJ6cÑdÔ�Û{Ö®ÌcM-ËUA{>CM[ËUÑdÛI:1ËdÛºÑUÌgÖS:=6gÔ3Ð{Ö®>
ßD<?Ë[F Óg6P>_M3GD6LK'Ê/Õ
K'A{<?Ö®>'ËUA{>NÑU>_M;Ëx69Ï¡ÐºÌgÑUÌgÔª>=Ëd>_ÑUM«GD6�Êº69ËxÓcÑd6LK Ö®ÌgÑdÓc>=Ñ@áLöYÊ3ËdA{>�GD>
ùºÊº<lËU<?6cÊ"69Ï

[[Vi]]ρ
Õg6gÊº>

ViGD<®MUÌ9ÐºÐI>@Ì9Ñ�M�ÑU>=Ð{Ö Ìg:=>_G·àbF2Ë[K�6
Vi−1
ò M_á,öYÊ·ËUA{>"GD>
ùIÊ{<lËU<?6cÊú6gÏ

[[ω]]ρ
Õ¡6gÊ{>

ω
GD< MdÌgÐ{Ð�>_Ì9Ñ�M_á
�<®ÊºÌgÖ?Ö®FgÕ,<®Ê·ËUA{>"GD>
ùºÊº<lËU<?6cÊ·69Ï

[[tA(u)]]ρ
ÕIËUA{>ªËd6cÐ{Ô36cM;Ë

tA
GD< MUÌ9Ð{Ð�>_ÌgÑUM_ÕIK'Aº<?Ö®>3Ê{6�Êº>=K

Vi
ò M�Ì9ÊºG

ω
ò M'ÌgÐ{Ð�>_Ì9Ñ@á

É <?ÊI:
>yËdA{>-G{>
ùºÊ{<?Ëd<®6gÊ2< M'K�>=Ö®ÖlÒrÏJ6gÛ{ÊIGD>_G¡Õ<�¼Ô3>
ËUÌgÖ?>_Îg>_Ö���<®ÊºGDÛº:
Ëd<®Îg>�Ð{ÑU6P69Ï¼M�6gÊ�ËUA{>-GD>
Ï Ò
<?Ê{<?Ëd<®6gÊ26gÏ�ÑU>_Ì9Ö®<®E_Ì9àº<?Ö®<lË[F�Ì9ÑU>x8[ÛºM;Ëd<?ùº>@G¡ÕºMdÛº:�ACÌgM�ËdAº>�Ð{Ñd6P6gÏ�69Ï�ËdA{>³ÏJ6cÖ?Ö®6LK'<®Ê{Ó�Ö®>=Ô3Ô"Ì�:
=�>@?A?AB~�F�<E

[[t[a := s]]]ρ = [[t[a := [[s]]ρ]]]ρ = [[t]]ρ[a:=[[s]]ρ]
LYNF¢

M 
ρ φ[a := s] � É
M 
ρ φ[a := [[s]]ρ] � É M 
ρ[a:=[[s]]ρ] φ Z
[\J]I�I5Q Z �.FÝ<®ÊºGDÛI:1Ëd<®6gÊ 6gÊ ËdA{>2GD>=ùºÊ{<?Ëd<®6gÊ 69Ï�ÑU>_ÌgÖ?<®E_Ìgà{<?Ö®<?Ë[Fgá45ú>CMdA{6LKÿÑd>_Ð{ÑU>_Md>=ÊbËUÌ9Ëd<®Îg>:=ÌgMd>_M_áIÙ�ÌgMd>

t
6gÏ5:

b A
ï ËdAº>=Ê

[[t[a := s]]]ρ = [[t[a := [[s]]ρ]]]ρ = [[t]]ρ[a:=[[s]]ρ] = A
á

b a
ï ËUA{>=Ê

[[t[a := s]]]ρ = [[s]]ρ
Õ
[[t[a := [[s]]ρ]]]ρ = [[[[s]]ρ]]ρ = [[s]]ρ

Ì9ÊºG ÌgÖ®Md6
[[t]]ρ[a:=[[s]]ρ] = [[s]]ρ

á
b tA(u)

á4ôSAº>=Ê
[[t[a := s]]]ρ = {(axRep(N), A) | N 
ρ φA(A, u[a := s])}

á#��F
ËdA{>ú<?ÊIGDÛº:1ËU<?Îc>·APFPÐI6gËdA{>@M;< M_Õ�ËdAº<®M�<®MÚ>_êbÛºÌgÖNËd6

{(axRep(N), A) | N 
ρ[a:=[[s]]ρ]

φA(A, u)} = [[t]]ρ[a:=[[s]]ρ]

Ì9ÊIGÝÌ9Ö M;6�Ëd6
{(axRep(N), A) | N 
ρ φA(A, u[a :=

[[s]]ρ])}
Ì9ÊIGØËUAbÛIMSËd6

[[t[a := [[s]]ρ]]]ρ
á


{6gÑ�ÏJ6gÑUÔ�Û{Ö ÌgM_Õ�ËUA{>2ÌLËd6cÔ3<®:Ø:_ÌgMd>_M-ÏJ6gÖ®Ö?6LKøàPF7ËdA{>�Ð{Ñd6P6gÏ'ÌgàI6LÎc>ÚÌ9ÊIG§ËdA{>�Ê{6gÊ{Ò�Ì9Ëd6gÔ3< :
:=ÌgMd>_M.ÏJ6cÖ?Ö®6LK <®Ô3Ôª>@GD< ÌLËd>_Ö?F�àPF"ËdA{>-ÌgÐ{Ð{Ö®<®:_ÌLËU<?6cÊ�6gÏ/ËdAº>�<?ÊºG{Ûº:1ËU<?Îc>�AbFPÐ�69ËUA{>_Md<®M_á

=�>@?A?AB~� n E��fQ
(M 
ρ φ)

�f� � N M ↓ Z
[\J]I�I5Q Z É ËdÑ�Ì9<®ÓgAbË;ÏJ6cÑdKSÌ9Ñ�G2ÏJÑU6gÔ ËUA{>ÚGD>=ùºÊ{<?Ëd<®6gÊ§69Ï�Ñd>@Ì9Ö®<?E@Ì9à{<®Ö®<lË[F2ï <®Ê§>=Îc>=ÑUF·:=ÌcM;>ªËdAº>GD>
ùºÊº<lËU<?6cÊ2M;ËUÌgÑ;Ë�MSK'<lËUA�ËdA{>-:=Ö®ÌgÛºM;>�ÌcMdMdÛ{ÑU<?Ê{Ó�Ê{6gÑUÔ"Ì9Ö®<?E@ÌLËU<?6cÊÚ69Ï

M
á

=�>@?A?AB~��Ã7E��fQ
M →∗ M ′

�f� � N M ′

ρ φ � É M 
ρ φ Z

[\J]I�I5Q Z 5¸A{>
ËUA{>=Ñ M 
ρ φ
6cÑxÊ{6gË�GD>_ÐI>_ÊºG{M.6gÊ{Ö®Fª6gÊ"ËUA{>�ÎLÌ9Ö®Û{>N6gÏ

M
ÕgK'A{< :�AÚGD6P>@M�Ê{6gË

:�AºÌ9Ê{Óc>�K'<?ËdA2ÑU>_GDÛI:1Ëd<®6gÊ26cÑ�>=ßDÐºÌ9ÊºMd<®6gÊ�á

=�>@?A?AB~�FÄ<E��fQ
ρ
L�¦YJ ���R� ¥ � �f� ρ′ IKN FV (φ) X ��� � N M 
ρ φ � É M 
ρ′ φ Z ��N,­�LKJ ×� � ¤;TVUWLKJ X � Q a /∈ FV (φ) X ��� � N M 
ρ φ � É M 
ρ[a:=A] φ Z

[\J]I�I5Q Z É ËdÑ�Ì9<®ÓgAbË;ÏJ6cÑdKSÌ9Ñ�GÍ<®ÊºGDÛI:1Ëd<®6gÊÝ6cÊ7ËdA{>ØGD>=ùºÊ{<?Ëd<®6gÊÝ6gÏ�ÑU>_ÌgÖ?<®E_Ìgà{<?Ö®<?Ë[F2ï ËUA{>Ø>=ÊPÎP<?ÒÑd6cÊ{Ô3>=ÊbËN<®M�ÛºMd>_G26gÊºÖ?FÚËd6ØÐ{ÑU6LÎP<®G{>³ËdA{>-Ô3>@Ì9Ê{<®Ê{Ó"69Ï�ËUA{>-ÏJÑU>=>�ÎLÌ9ÑU< Ì9à{Ö®>_M'6gÏ�Ëd>=ÑUÔ"M'<®ÊÍÌ
ÏJ6gÑUÔ�Û{Ö Ì{á

=�>@?A?AB~�PÅ�E��fQ
M 
ρ φ → ψ

LYNF¢
N 
ρ φ X ��� � N M N 
 ψ Z

[\J]I�I5Q Z É Û{Ð{Ð�6cMd> M 
ρ φ→ ψ
ácôSA{>_Ê

M ↓ (λx. O)
Ì9ÊºGªÏJ6cÑ�Ì9Ö®Ö

P 
 φ
Õ
O[x := P ] 


ψ
áºì�6LK�Õ

M N →∗ (λx. O) N → O[x := N ]
á{â�>_Ô3Ô3Ì"è9ëªÓc<?Îc>_M�ÛºMSËUA{>-:
Ö Ì9<®Ô2á



�Lz
Å<E n æH´Kv�Ù�>)´Áq�uh>@wMvPx�´K>@B���uhË$B��#u��hufq�À
5ú>ØÊº6LK >@M[Ë�Ì9à{Ö®< M;AÝMd>=Îg>_ÑUÌgÖ«Ð{ÑU6gÐ�>=ÑdËd<®>_M�6gÏ�ËUA{>ØÑU>_ÌgÖ?<®E_Ìgà{<?Ö®<?Ë[F·ÑU>=Ö ÌLËd<®6gÊ/Õ�K'A{< :�A7Ô36bM[ËUÖ?F
M[Ë�ÌLËd>yËUAºÌLË'ËUA{>³ËdÑUÛDËdA�<®Ê�ËUA{>�ÑU>_Ì9Ö®<®E_Ì9àº<?Ö®<lË[F"ÛºÊ{<?Îc>=Ñ�M;>y< MSÊ{69Ë'Ï¼ÌgÑ.ÏJÑU6gÔ+ËdA{>³ËUÑdÛDËUA2<?Ê�ËdAº>
Ñd>@Ì9Ö¡K�6gÑUÖ®G¡ÕDÌcM�Ï¼Ì9ÑNÌgMSÑ�Ì9ÊºOPM�6gÏ�Md>
Ë�M'Ì9ÑU>³:=6gÊº:=>=ÑUÊ{>_G�á
É >=Îc>=Ñ�Ì9Ö�Ö®>=Ô3Ô"ÌgM�Ôª<®ÑUÑd6cÑ�M;<®Ô3<?Ö Ì9Ñ�Ï¼Ìg:
ËUM'ÏJÑU6gÔ BÍ:�Ù�Ì9ÑdË[F,ò MSËUA{>_Md< M�ã®ä�	9årá{57>�:_Ì9Ê{Êº69Ë_Õ

A{6LK.>_Îg>_Ñ_ÕºMd<®ÔªÐºÖ?FCÐ�6g<®ÊbË�ËU6ØËdAº>_Md>�Ö®>=Ô3Ô"ÌgMyÌ9ÊºG·MdÌ�F�ËdAIÌLË³>_MUM;>_ÊcËU<®ÌgÖ?Ö®F�ËdA{>_FCÐ{Ñd6LÎc>�ËdAº>
MdÌgÔª>yËUA{<?ÊºÓºÕºÌcMS6gÛ{ÑSÑU>_Ì9Ö®<®E_Ì9àº<?Ö®<lË[FÚàI>_AºÌ�Îg>@M�Ìªà{<?Ë�GD<?÷�>_Ñd>_ÊbËdÖ®FØÏJÑU6gÔ+A{< M_á
=�>@?A?AB~�FÆ<E��fQ

A ∈ V λα X �f� � N*�f� � J ����� β < α � T�¤��M�f��LY�)QRIYJ�LKU�U B X � Q M 
ρ B ∈ A X��� � N B ∈ V λβ Z �fQ M 
ρ B = A X ��� � N B ∈ V λα Z �fQ M 
ρ B ∈I A X ��� � N λrk(B) <
λrk(A) Z
[\J]I�I5Q Z �.FC<®ÊºGDÛI:1Ëd<®6gÊú6gÊ α á¡ô4Ì9Og>ªÌ9ÊPF A ∈ V λα

á���F�ËUA{>"GD>
ùIÊ{<lËU<?6cÊ·6gÏ
V λα
Õ�ËdA{>_Ñd>ª<®M

β < α
MdÛº:�A�ËdAºÌ9Ë

A ⊆ λZωv × V λβ
á É ÛºÐ{ÐI6bM;>

M 
ρ B ∈ A
á�ôSA{>=Ê

M ↓ inRep(N)
Õ

N ↓ [u,O]
Õ
O ↓ 〈O1, O2〉

Ì9ÊºG-ËdA{>_Ñd>�< M
C
MdÛº:�A�ËdAºÌ9Ë

O1 
 C ∈I A
ÌgÊºG

O2 
 B = C
á

ôSA{>=ÑU>
ÏJ6cÑd>cÕ
O1 ↓ v

Ì9ÊIG
(v, C) ∈ A

áºôSAPÛºM
C ∈ V λβ

Õ{M;63àPF"ËUA{>�<?ÊIGDÛº:1ËU<?Îc>�APFbÐ�69ËUA{>_Md< M
Ì9Ö M;6

B ∈ V λβ
ÌgÊºG�K.>³Óg>=ËSËdA{>-:=Ö®Ìg<?Ô+6gÏ�ËUA{>³ùºÑ�M[Ë'ÐºÌgÑ;Ë'6gÏ�ËUA{>�Ö?>_Ô3Ô3Ìºá
{6gÑ�ËdA{>�M;>@:
6gÊIG³ÐºÌ9ÑdË_Õ@M;Û{ÐºÐI6bM;>

M 
ρ B = A
á�ôSA{<®M/Ô3>_Ì9ÊIM¡ËdAIÌLË

M ↓ eqRep(M0)
Õ

M0 ↓ λa. M1
ÌgÊºG�ÏJ6gÑ«Ì9Ö®Ö

t ∈ T,D
Õ
M1[a := t] ↓ 〈O,P 〉

ácBC6gÑU>=6LÎc>=Ñ@Õ
O ↓ λx. O1

ÌgÊºG
ÏJ6gÑ.ÌgÖ?Ö

N 
ρ D ∈I B
K�>NAºÌ�Îc>

O1[x := N ] 
ρ D ∈ A
ácöYÊØÐºÌgÑ;ËU<®:=Û{Ö®ÌgÑ_Õg<lÏ

(v,D) ∈ B
Õ

ËdA{>_Ê
O1[x := v] 
ρ D ∈ A

á���FØËUA{>³ùºÑ�M[Ë'ÐºÌgÑ;ËN6gÏ/ËdAº>-Ö?>_Ô3Ô3ÌºÕ{Ì9ÊPFÚMdÛº:�A
D
<®MS<®Ê

V λβÏJ6gÑNMd6gÔ3>
β < α

ÕIM;6
B ∈ V λα

á
ôSA{>yËdA{<®ÑUG�ÐºÌgÑ;Ë'< M�ËdÑU<?ÎP< Ì9Örá

=�>@?A?AB~�PÇ�E
M 
ρ A = B � É M ↓ eqRep(N)

LKN�¢
N 
ρ ∀d. (d ∈I A →

d ∈ B) ∧ (d ∈I B → d ∈ A) Z õ&U � I X M 
ρ A ∈ B � É M ↓ inRep(N)
LKN�¢

N 
ρ ∃c. c ∈I B ∧ A = c Z
[\J]I�I5Q Z É <?Ô3Ð{Ö®FÚ>=ßDÐºÌ9ÊºG�K'AºÌ9ËN<lËNÔ3>_ÌgÊºM�ÏJ6gÑ M Ëd6"ÑU>_ÌgÖ?<®E=>yÑd>@M;Ð�>_:
Ëd<®Îg>yÏJ6gÑUÔ�ÛºÖ®ÌcM=á
5ú>yÊ{6LK¸>
ßDA{<®à{<?Ë�ÑU>_ÌgÖ?<®E=>_ÑUMx:
6gÑUÑU>_MdÐI6cÊºGD<®Ê{Ó�Ëd6ªÐ{ÑU6P69Ï¼M�6gÏ�â�>_Ô3Ô3ÌcM.é9Ò[óDábôSAº>=<®Ñ.>=ßP< M;Ò

Ëd>=ÊI:
>SÌ9ÊºG�:
6gÑUÑU>_MdÐI6cÊºGD<®Ê{ÓNÐ{ÑU6gÐ�>=ÑdËd<®>_M/K'<?Ö®ÖPÏJ6gÖ®Ö?6LKÝ<®Ô3Ô3>_GD< ÌLËU>=Ö®F³ÏJÑd6cÔ¯ôSAº>=6gÑU>=Ô¾è�6gÊº:=>
<lË�< M³Ð{Ñd6LÎc>_G�8�A{6LK�>=Îc>=Ñ@ÕºK�>�Ê{>_>_G·ËdA{>_Ô ÏJ6gÑyËUA{>3Ð{Ñd6P6gÏx69ÏSâ�>=Ô3Ô"Ì�é$�{á É <®Êº:=>ªâ/>=Ô3Ô"Ì
é$��6gÊ{Ö®F·Êº>=>_GºM³Ëd6Cà�>ØÛºMd>_GúÏJ6gÑ�ÌCM;>=Ë�ËdA{>_6gÑUFÍK'<lËUAÝ<?ÊIÌg:=:=>_MUM;<®à{Ö®>_M_Õ�Ì9ÊÝÌ9Ö?Ëd>_ÑdÊIÌLËd<®Îg>ªËU6
Ëd>_G{<?6cÛºM"Ð{ÑU6P69Ï¼M3à�>=Ö®6LK$:
6cÛ{Ö G×à�>2Ëd6ÝÐºÑd6LÎc>�Ê{6cÑdÔ"ÌgÖ?<®E_Ì9Ëd<®6gÊ ÏJ6cÑ3ËdA{>ÍËdA{>_6gÑUF K'<lËUA{6gÛ{Ë
<?ÊºÌc:=:=>_MUM;<®à{Ö®>_M«ùIÑUM;Ë_ÕPÌ9ÊºGªË�Ì9Oc>�ÑU>_Ì9Ö®<®E=>=Ñ�M�ÏJÑU6gÔ ËdAº>�ÑU>_MdÐI>@:1Ëd<®Îg>�Ê{6gÑUÔ"Ì9Ö®<?E@ÌLËd<®6gÊ3ËUA{>=6cÑd>_Ô2á
=�>@?A?AB~�PÊ�Em �� � J �¡��� L+� � J�S eqRefl � T�¤��,����LK� eqRefl 
ρ ∀a. a = a Z
[\J]I�I5Q Z ô�ÌgOg>³ËdAº>-Ëd>_ÑdÔ eqRefl = ind(M)

Õ�K'A{>=ÑU>
M = λc. λx. eqRep(λd. 〈N,N〉)Ì9ÊºG

N = λy. inRep([d, 〈y, x d y〉])
áºôSAº>=Ê

eqRefl → λa. M a (λe. λz. ind(M) e)
á

ö�Ë3MdÛVºØ:
>@M-ËU6úMdA{6LK ËdAºÌ9Ë�ÏJ6gÑ3Ì9ÊPF
A, t
Õ
M t (λe. λz. ind(M) e) 
ρ A = A

á�5ú>
Ð{Ñd6D:=>=>_G¬àPF <®ÊºGDÛI:1Ëd<®6gÊ¯6cÊ

λ
Ò�ÑUÌgÊ{O 6gÏ

A
á�57> AºÌ�Îg>

M t (λe. λz. ind(M) e) ↓
eqRep(λd. 〈N,N〉[x := λe. λz. ind(M) e])

á�ö�Ë�MdÛVºØ:
>_MyËU6ÍM;Aº6LK¾ËdAIÌLË�ÏJ6gÑ-ÌgÖ?Ö
s ∈

T,D ∈ V λ
ÕcÏJ6cÑ.ÌgÖ?Ö

O 
ρ D ∈I A
Õ
inRep([s, 〈O, (λe. λz. ind(M) e) s O〉]) 
ρ D ∈

A
áDô�ÌgOg>yÌ9ÊPF

s,D
Ì9ÊIG

O 
ρ D ∈I A
á��.F"â/>=Ô3Ô"ÌªèbóPÕ

λrk(D) < λrk(A)
á{5ú>yÊ{>_>_G

Ëd6³M;A{6LK7ËUA{>.>=ßD<®M;Ëd>_Êº:
>�69Ï
C
MdÛº:�A�ËdAºÌ9Ë

O 
ρ C ∈I A
Ì9ÊºG

(λe. λz. ind(M) e) s O 
ρ



���
D = C

á_ô4Ì9OP<®Ê{Ó
C ≡ D

Õ
ËUA{>�ùºÑ�M[Ë�ÐºÌgÑ;Ë¡ÏJ6cÖ?Ö®6LKNM�ËdÑU<®Îb< Ì9Ö®Ö®Fgá É <®Êº:=>�K.>«AIÌ�Îg>
(λe. λz. ind(M) e) s O →∗

ind(M) s → M s (λe. λz. ind(M) s)
Õ¡K�>ªÓg>
Ë³ËUA{>":
Ö Ì9<®Ô àPFÍâ�>=Ô3Ô"ÌCèLë2Ì9ÊºG·ËdAº>

<?ÊºG{Ûº:1ËU<?Îc>�AbFPÐ�69ËUA{>_Md<®M_á

=�>@?A?AB n Ì�Em �� � J ����� L¡� � J�S eqSymm � T�¤��*����LK� eqSymm 
ρ ∀a, b. a = b→ b =
a Z
[\J]I�I5Q Z â�>
Ë N = eqRep(λd. 〈snd(eqProp(x) d), fst(eqProp(x) d)〉)

á_ô4Ì9Og>
eqSymm =

λa, b. λx. N
áºô�6ØMdA{6LK ËUAºÌLË

eqSymm 
ρ ∀a, b. a = b→ b = a
Õº<?Ë�M;ÛVºØ:=>_MSËU6ØM;A{6LK

ËdAºÌ9Ë'ÏJ6gÑNÌ9ÊPF
A,B, t, u,M

ÕD<?Ï
M 
ρ A = B

ËdA{>_Ê
N [x := M ] 
ρ B = A

á{ô�ÌgOg>�Ì9ÊPF
A,B, t, u,M

á{ôSAº>³:=Ö®Ìg<?Ô ÏJ6gÖ®Ö?6LKNM�<?Ï�ÏJ6cÑNÌ9Ö®Ö
s ∈ T,C

K.>-:_Ì9Ê2M;A{6LKa:
b ôSA{>=ÑU>�< M M1

M;ÛI:�A³ËdAºÌ9Ë
snd(eqProp(M) s) ↓ λx. M1

ÌgÊºGyÏJ6gÑ4Ì9Ö®Ö
N1 
ρ C ∈I B

Õ
M1[x := N1] 
ρ C ∈ A

á
b ôSA{>=ÑU>'< M M2

M;ÛI:�A�ËUAºÌLË
fst(eqProp(M) s) ↓ λx. M2

ÌgÊºG�ÏJ6gÑ�Ì9Ö®Ö
N2 
ρ C ∈I A

Õ
Ö
M2[x := N2] 
ρ C ∈ B

á
É <?ÊI:
>

M 
ρ A = B
Õ�ËUA{>=ÊÝËUA{>=ÑU>Ø< M

O
MdÛº:�A§ËdAºÌ9Ë

M ↓ eqRep(O)
á�5ú>�Ì9Ö M;6CAºÌ�Îc>

fst(eqProp(M) s) →∗ fst(O s)
á³BC6gÑU>=6LÎc>=Ñ@Õ.ÏJ6cÑ·Md6gÔ3>

O1, O2
K.> AIÌ�Îg>

O s ↓
〈O1, O2〉

ÕxK'Aº>=ÑU>
O1 
ρ C ∈I A → C ∈ B

ÌgÊºG
O2 
ρ C ∈I B → C ∈ A

á
ôSA{>=ÑU>
ÏJ6cÑd>cÕ

fst(eqProp(M) s) →∗ O1
Ì9ÊºG Md<®Ôª<®Ö Ì9ÑUÖ?F

snd(eqProp(M) s) →∗ O2
á

5ú>"Ì9Ö Md6�OPÊ{6LK¯ËUAºÌLË³ËdAº>=ÑU>3ÌgÑd>ªM;6cÔ3>
P1, P2

MdÛº:�AÍËUAºÌLË
O1 ↓ λx. P1

Õ
O2 ↓ λx. P2

Õ
P1[x := N2] 
ρ C ∈ B

ÌgÊºG
P2[x := N1] 
ρ C ∈ A

áxô4Ì9OP<®Ê{Ó
M1 = P2

ÌgÊºG
M2 = P1

ÕºK.>³Óg>=ËSËdA{>-:=Ö®Ìg<?Ô$àbF�â�>=Ô3Ô"Ì"èLëIá

=�>@?A?AB n CFEm �� � J �a��� L�� � J�S eqTrans � T�¤����f��LY� eqTrans 
ρ ∀b, a, c. a = b∧ b =
c→ a = c Z
[\J]I�I5Q Z ôSA{>�Ð{ÑU6b6gÏ4ÌgÊºGØËUA{>�ÑU>_Ì9Ö®<®E=>=Ñ�M�Ô3<?ÑUÑd6cÑ':
Ö®6cMd>=Ö®F3ËdA{>�Ð{ÑU6P69Ï469Ï«â�>=Ô3Ô"Ì"íDá É >=Ë�:

eqTrans = ind(M0)

M0 = λb, x1, a1, c, x2. eqRep(λf. 〈N,O〉)

N = λx3. let [a2, x4] := inProp(fst(eqProp(fst(x2)) f) x3) in N1

N1 = let [a3, x5] := inProp(fst(eqProp(snd(x2)) a2) fst(x4)) in N2

N2 = inRep([a3, 〈fst(x5), x1 a1 fst(x4) f a3 〈snd(x4), snd(x5)〉〉])

O = λx3. let [a2, x4] := inProp(snd(eqProp(snd(x2)) f) x3) in O1

O1 = let [a3, x5] := inProp(snd(eqProp(fst(x2)) a2) fst(x4)) in O2

O2 = inRep([a3, 〈fst(x5), x1 a1 fst(x4) f a3 〈snd(x4), snd(x5)〉〉]).

5ú>³K'<®Ö?Ö�MdA{6LK¸ËUAºÌLËSÏJ6gÑNÌgÖ?Ö
B
Õ
eqTrans ↓ λb. R

ÏJ6gÑ'M;6cÔ3>�ËU>=ÑUÔ
R
MdÛº:�AØËUAºÌLË'ÏJ6cÑSÌgÊPF

Ëd>=ÑUÔ
t
Õ
R[b := t] 
ρ ∀a, c. a = B ∧ B = c → a = c

Õ�K'Aº<®:�A·ËdÑU<?ÎP< Ì9Ö®Ö?F2<®ÔªÐºÖ?<®>_M�ËdAº>
:
Ö Ì9<®Ô�áD57>�Ð{ÑU6D:
>=>@GÚàPF�<?ÊºG{Ûº:1ËU<?6cÊ�6cÊ

λ
Ò�ÑUÌgÊ{O"69Ï

B
á

5ú>�AºÌ�Îg>
eqTrans → λe. M0 e M1

Õ�K'A{>_Ñd>
M1 = λg. λx. eqTrans g

á�ôSAbÛIM
<lËCM;Û�º":=>_M�Ëd6 MdA{6LK ËdAºÌ9Ë�ÏJ6cÑ�ÌgÖ?Ö

t1
Õ
M0 t1 M1 
ρ ∀a, c. a = B ∧ B = c →

a = c
á É <®Êº:=>

M0 t1 M1 ↓ λa, c, x2. eqRep(λf. 〈N,O〉[x1 := M1])
Õx<?Ë�MdÛVºØ:
>_M

Ëd6 M;A{6LK ËdAºÌ9Ë�ÏJ6cÑ2ÌgÖ?Ö
A,C,M2

MdÛº:�A¸ËUAºÌLË
M2 
ρ A = B ∧ B = C

K�>7AºÌ�Îg>



�=�
eqRep(λf. 〈N,O〉[x1, x2 := M1,M2]) 
ρ A = C

á6��F7â/>=Ô3Ô"Ì·èY	ºÕ/<?ËªMdÛVºØ:
>@M�Ëd6
M;A{6LK¾ËdAºÌ9ËyÏJ6cÑ�Ì9Ö®Ö

F, u
K.>ªAºÌ�Îc>

N [x1, x2, f := M1,M2, u] 
ρ F ∈I A → F ∈ CÌ9ÊºG
O[x1, x2, f := M1,M2, u] 
ρ F ∈I C → F ∈ A

á
{6gÑ.ËdAº>�Ð{ÑU6P69Ï/6gÏ�ËdAº>�ùºÑ�M;ËS:=Ö®Ìg<?Ô2ÕPK.>yAºÌ�Îc>
N [x1, x2, f := M1,M2, u] ↓ λx3. . . .

á
ô�ÌgOg>�Ì9ÊPF

M3 
ρ F ∈I A
á{57>�Ê{>=>@GÚËU6"M;A{6LK ËdAºÌ9Ë�:

let [a2, x4] := inProp(fst(eqProp(fst(M2)) u) M3)

in N1[x1, x2, x3, f := M1,M2,M3, u] 
ρ F ∈ C.

5ú>7AºÌ�Îg>
fst(M2) 
ρ A = B

Õ'Md6
eqProp(fst(M2)) 
ρ ∀f. (f ∈I A → f ∈

B)∧(f ∈I B → f ∈I A)
ÕgMd6�àPF�â/>=Ô3Ô"Ì³ègî

fst(eqProp(fst(M2) u)) M3 
ρ F ∈ B
á

ôSA{>=ÑU>
ÏJ6cÑd>cÕ
fst(eqProp(fst(M2) u)) M3 ↓ inRep(P )

ÌgÊºG
P ↓ [t2,M4]

ÏJ6gÑØMd6gÔ3>
P,A2, t2,M4

M;Ûº:�AyËUAºÌLË
M4 
ρ A2 ∈I B∧F = A2

á=ôSAPÛºM�6cÛ{Ñ¡Ëd>_ÑdÔ
let [a2, x4] := . . .Ñd>@GDÛº:
>@M�Ëd6��

N1[x1, x2, x4, a2, f := M1,M2,M4, t2, u]
á

É <?ÊI:
>
snd(M2) 
ρ B = C

Õ{K.>�Md<?Ô3<®Ö®ÌgÑdÖ®FØAºÌ�Îc>

fst(eqProp(snd(M2)) t2) fst(M4) 
ρ A2 ∈ C.

ôSAbÛIM
fst(eqProp(snd(M2)) t2) fst(M4) ↓ inRep(Q)

ÌgÊºG³ÏJ6gÑ�Md6gÔ3>
A3
Õ
Q ↓ [t3,M5]

Õ
M5 
ρ A3 ∈I C ∧ A2 = A3

áIôSA{>=ÑU>
ÏJ6cÑd>

N1[. . .] ↓ inRep([t3, 〈fst(M5),M1 t1 fst(M4) u t3 〈snd(M4), snd(M5)〉〉])

Ì9ÊºG�àPF�â�>_Ô3Ô3Ì"è9ëª<?Ë�MdÛVºØ:
>_M�ËU6"M;A{6LK ËdAºÌ9Ë
inRep([t3, 〈fst(M5),M1 t1 fst(M4) u t3 〈snd(M4), snd(M5)〉〉]) 
ρ F ∈ C.


{6gÑ³ËUA{< M-Ð{Û{ÑUÐ�6cMd>gÕ¡K�>"Ê{>=>@G·ËU6ÍM;Aº6LK¾ËdAIÌLË
fst(M5) 
ρ A3 ∈I C

Õ/K'A{< :�A§<®M�ËdÑU<?ÎP< Ì9ÖrÕ
Ì9ÊºGÚËdAºÌ9Ë

M1 t1 fst(M4) u t3 〈snd(M4), snd(M5)〉 
ρ F = A3.
É <?ÊI:
>

M1 = λg. λx. eqTrans g
Õ
snd(M4) 
ρ F = A2

ÌgÊºG
snd(M5) 
ρ A2 = A3

Õ
Ì9Ö®Ö¡K.>�Ê{>_>_G�Ëd63AºÌ�Îc>³<®M�ËUAºÌLË

eqTrans t1 
ρ ∀a, c. a = A2 ∧ A2 = c→ a = c
á É <®Êº:
>

fst(M4) 
ρ A2 ∈I B
Õ
λrk(A2) < λrk(B)

ÌgÊºG2K.>�Óc>
ËNËUA{>�:=Ö®Ìg<?Ô àPFØËUA{>�<®ÊºGDÛº:
Ëd<®Îg>
AbFPÐ�69ËUA{>_Md<®M_á
ôSA{>�ÐºÑd6P69Ï.69Ï�ËUA{>"M;>@:
6gÊIG·:
Ö Ì9<®Ô Ð{ÑU6D:
>=>@G{M�<?Ê§ÌÚÎc>=ÑUFCM;<®Ô3<?Ö Ì9ÑyÏ¼ÌgMdA{<®6gÊ�á¡ôSA{>ª6gÊºÖ?F

ËdA{<®Ê{Ó7K'A{<®:�A×GD<l÷,>=Ñ�M
O
Ì9ÊºG

O1
ÏJÑd6cÔ

N
Ì9ÊºG

N1
<®M�ËdA{>�>
ß{:�AºÌgÊ{Óg>Ú69Ï

fst
Ì9ÊIG

sndK'A{<®:�A¸:=6gÑUÑd>@M;Ð�6gÊºGºM-ËU6ÝÛºM;<®Ê{Ó7ËdAº>C<?ÊDÏJ6cÑdÔ"Ì9Ëd<®6gÊ×ËdAºÌ9Ë
∀f. f ∈I C → f ∈ B

Ì9ÊºG
∀f. f ∈I B → f ∈ A

ÌgÊºGªÐ{Ñd6D:=>=>_G{<?Ê{ÓyÏJÑU6gÔ
C
ËU6
A
<?Ê3ËUA{>NM;>@:
6cÊºGªÐºÌ9ÑdË�69Ï�ËdA{>�Ð{Ñd6P6gÏ

69Ï«â�>=Ô3Ô"Ì"íDá
=�>@?A?AB n �<Em �� � J �¡��� L+� � J�S lei � T�¤��m�f��LK� lei 
ρ ∀a, b, c. a ∈ c ∧ a = b→ b ∈ c Z
[\J]I�I5Q Z ô�ÌgOg>

lei = λa, b, c, x. let [d, y] := inProp(fst(x)) in

inRep([d, 〈fst(y), eqTrans a b c 〈eqSymm a b snd(x), snd(y)〉〉]).
� eghi\bfUR

x3

¢c]LRUox\c]_Xx]Lf�f�agWxhl\
N1

V=\P¢
N2

jg��R']_Z�hpX.hpX«^?W[]@Z&X[ubRSoYac¨bo�X[hpX[acX[hi]_\I±



�
|
5ú>�Êº>=>_GyËU6NM;Aº6LK·ËUAºÌLË�ÏJ6cÑ/Ì9ÊPF

t1, t2, t3 ∈ T
Õ
A,B,C

Õ=ÏJ6gÑ/ÌgÊPF
M 
ρ A ∈ C∧A = B

Õ
K.>³AºÌ�Îc>

let [d, y] := inProp(fst(M)) in Q 
ρ B ∈ C,
K'A{>=ÑU>

Q = inRep([d, 〈fst(y), eqTrans t1 t2 t3 〈eqSymm t1 t2 snd(M), snd(y)〉〉]).
5ú>7AºÌ�Îg>

M ↓ 〈M1,M2〉
Õ
M1 
ρ A ∈ C

Õ
M2 
ρ A = B

á'ôSA{>=ÑU>
ÏJ6cÑd>
M1 ↓

inRep(N)
Õ
N ↓ [u,O]

Õ
O ↓ 〈O1, O2〉

Ì9ÊºGúËUA{>=ÑU>"<®M
D
M;Ûº:�A7ËUAºÌLË

O1 
ρ D ∈I C
Õ

O2 
ρ A = D
áºôSAº>=ÑU>
ÏJ6gÑU>

inProp(fst(M)) ↓ [u,O]
ÕºM;63<?Ë�M;Û�º":=>_M�ËU63MdA{6LK ËdAºÌ9Ë

inRep([u, 〈fst(O), eqTrans t1 t2 t3 〈eqSymm t1 t2 snd(M), (snd(O)〉〉]) 
ρ B ∈ C.

ôSA{<®M'ÏJ6gÖ®Ö?6LKNM�<?Ï4K�>�:=Ì9Ê�ùºÊIG�Md6gÔ3>
E
M;Ûº:�A�ËdAIÌLË

O1 
ρ E ∈I C
Ì9ÊºG

eqTrans t1 t2 t3 〈eqSymm t1 t2 snd(M), snd(O)〉 
ρ B = E.

ô�ÌgOg>
E
ËU6�à�>

D
á É <®Êº:
>�K.>�AºÌ�Îg>

eqSymm t1 t2 snd(M) 
ρ B = A
Ì9ÊºG

snd(O) 
ρ

A = E
ÕDËUA{>-:
Ö Ì9<®ÔÿÏJ6cÖ?Ö®6LKNMSàPFÚâ�>_ÔªÔ"Ì3é{äcá

=�>@?A?AB nFn Em �� � J ����� LH� � J�S ext � T�¤����f��LY� ext 
ρ ∀a, b, d. a = b∧d ∈ a→ d ∈ b Z
[\J]I�I5Q Z ô�ÌgOg>$:

ext = λa, b, d.λx. let [e, y] := inProp(snd(x)) in Q,
K'A{>_Ñd>

Q = lei e d b 〈fst(eqProp(fst(x)) e) fst(y), snd(y)〉.
ô�ÌgOg>ÍÌ9ÊPF

t1, t2, t3, A,B,D
Ì9ÊºG

M
MdÛº:�A ËdAºÌ9Ë

M 
ρ A = B ∧ D ∈ A
áSôSA{>=Ê

inProp(snd(M)) ↓ [t4, N ]
Ì9ÊºG ÏJ6gÑ"M;6cÔ3>

E
Õ
N 
ρ E ∈I A ∧ E = D

á«ôSAbÛIM3<lË
M;ÛVºØ:=>_M�Ëd6ØMdA{6LK¸ËUAºÌLË

lei t4 t3 t2 〈fst(eqProp(fst(M)) t4) fst(N), snd(N)〉 
ρ D ∈ B.

É <?ÊI:
>
fst(M) 
ρ A = B

Ì9ÊIG
fst(N) 
ρ E ∈I A

Õ
fst(eqProp(fst(M)) e) fst(N)) 
ρ

E ∈ B
á���F�â�>=Ô3Ô"Ì3écèªÌ9ÊIGØËUA{>³Ï¼Ìg:
Ë'ËdAºÌ9Ë

snd(N) 
ρ E = D
Õ{K�>³Óg>
Ë'ËUA{>-:
Ö Ì9<®Ô2á

ôSA{>�ÏJ6cÖ?Ö®6LK'<®Ê{Ó�Ë[K�6ªÖ?>_ÔªÔ"ÌcM.K'<®Ö®Ö¡àI>�ÛºMd>_GØÏJ6gÑSËUA{>yËdÑU>_ÌLËUÔ3>=ÊbË�6gÏ
ω
<®Ê2â�>=Ô3Ô"Ìªëbè{á

=�>@?A?AB n Ã7E��fQ
A,B ∈ V λα X �f� � N [[{A,B}]]ρ ∈ V λα+1 Z[\J]I�I5Q Z ô�ÌgOg>3Ì9ÊPF (M,C) ∈ [[{A,B}]]ρ

á<��F2ËdA{>"GD>=ùºÊ{<?Ëd<®6gÊ769Ï
[[{A,B}]]ρ

Õ�Ì9ÊPFÍMdÛº:�A
C
< MS<?Ê

V λα
Õ{Md6

[[{A,B}]]ρ ∈ V λα+1

á
=�>@?A?AB n Ä<E��fQ

A ∈ V λα
LYNF¢

M 
ρ B = S(A) X �f� � N B ∈ V λα+2 Z[\J]I�I5Q Z M 
ρ B = S(A)
Ô3>_ÌgÊºM

M 
ρ B =
⋃
{A, {A,A}}

á"��F â/>=Ô3Ô"Ì èbóPÕ
<lËÚMdÛVºØ:
>@MªËd6ÝM;Aº6LK+ËdAIÌLË

[[
⋃
{A, {A,A}}]]ρ ∈ V λα+1

áxæNÐ{ÐºÖ?FP<®Ê{ÓÝâ�>=Ô3Ô"ÌÝé9ëúË[K'< :
>gÕ
K.>�ùºÊºG ËdAIÌLË

[[{A, {A,A}}]]ρ ∈ V λα+1

á��.F§ËUA{>ÍGD>=ùºÊ{<?Ëd<®6gÊ 69Ï
[[
⋃
{A, {A,A}}]]ρ

Õ�<?Ï
(M,C) ∈ [[

⋃
{A, {A,A}}]]ρ

ÕDËUA{>=Ê
C ∈ V λα+1

ÕDK'Aº<®:�ACMdA{6LKNM.ËdA{>-:=Ö®Ìg<?Ô2á
=�>@?A?AB n Å�E��fQ

A,B ∈ V λα
LKN�¢

M 
ρ C = (A,B) X �f� � N C ∈ V λα+2 Z



�_~
[\J]I�I5Q Z É <?Ô3<®Ö®ÌgÑSËd63ËUA{>�Ð{ÑU6b6gÏ�6gÏ4â�>_Ô3Ô3Ì3ébíDÕDÛDËU<?Ö®<?E_<?ÊºÓØâ�>=Ô3Ô"ÌgM'égë"Ì9ÊºG2ècóDá
=�>@?A?AB n Æ<E

λrk(C) ≤ rk(C+) + ω Z
[\J]I�I5Q Z ö�Ï (M,A) ∈ C

ÕcËUA{>=Ê
M 
ρ A ∈I C

áD57>yAºÌ�Îg>
inRep([a, 〈M, eqRefl a〉]) 
ρ

A ∈ C
ÕPM;6

(inRep([a, 〈M, eqRefl a〉]), A) ∈ C+ áDôSA{>�>
ßPËdÑ�Ì ω < M�ËUA{>=ÑU>NËU6ªGD>@Ì9Ö�K'<lËUAÐI6bMdMd<?àºÖ?>�GD<WºØ:
Û{Ö?Ëd<®>_M'K'<?ËdA�ùºÊº<lËU>
C
ò M_á

=�>@?A?AB n Ç�E��fQ
N 
ρ ∀x ∈ A. φ

��� � NiQRIYJ,LKU�U (O,X) ∈ A+ X N ↓ λa. N1
LKNF¢

N1 ↓ λx. N2
LKNF¢

N2[x := O] 
ρ φ[x := X ] Z õ&U � I X � Q N 
ρ ∃x ∈ A. φ
�f� � N~�f� � J ���� (O,X) ∈ A+ � T�¤��m�f��LY� N ↓ [t,N1] X N1 ↓ 〈O,N2〉

LKN�¢
N2 
ρ φ[x := X ] Z

[\J]I�I5Q Z ö�Ï N 
ρ ∀x ∈ A. φ
ËdA{>_Ê

N ↓ λa. N1
Ì9ÊºG�ÏJ6cÑ�ÌgÖ?Ö

t,X
Õ
N1[a := t] 
ρ X ∈

A → φ
áIöYÊ�ÐIÌ9ÑdËd< :
Û{Ö Ì9Ñ@ÕDËUÌgOP<?Ê{Ó

t = a
ÕºK�>�Óg>
Ë

N1 ↓ λx. N2
Ì9ÊºG�ÏJ6cÑ�Ì9Ö®Ö

O
MdÛº:�A�ËdAºÌ9Ë

O 
ρ X ∈ A
Õ
N2[x := O] 
ρ φ[x := X ]

á�ôSAº<®My<®ÔªÐºÖ?<®>_M�ËdAIÌLËyÏJ6gÑ�Ì9Ö®Ö
X
ÕºÏJ6cÑ³ÌgÖ?Ö

O
Õ

<lÏ
O 
ρ X ∈ A

Õ�ËdA{>_Ê
N ↓ λa. N1

Õ
N1 ↓ λx. N2

Ì9ÊºG
N2[x := O] 
ρ φ[x := X ]

Õ
K'A{<®:�A2Ð{ÑU6LÎg>@M�ËUA{>³ùºÑ�M[Ë'ÐºÌgÑ;Ë'6gÏ�ËUA{>-:
Ö Ì9<®Ô2á
ö�Ï
N 
ρ ∃x ∈ A. φ

Õ{ËUA{>=Ê
N ↓ [t,N1]

Ì9ÊºG�ËUA{>=ÑU>-< M
X
M;ÛI:�A2ËdAºÌ9Ë

N1 ↓ 〈O,N2〉
Õ

O 
ρ X ∈ A
ÌgÊºG

N2 
ρ φ[x := X ]
Õ�Md6NËdAº>=ÑU>x< M

(O,X) ∈ A+ M;ÛI:�A�ËdAºÌ9Ë N ↓ [t,N1]
Õ

N1 ↓ 〈O,N2〉
Ì9ÊºG

N2 
ρ φ[x := X ]
á

5¸<lËUA�6cÛ{Ñ'Ö®>=Ô3Ô"ÌgMS<®Ê�AIÌ9ÊºG¡ÕDK�>-:=ÌgÊ�Êº6LK Ð{ÑU6LÎg>):
=�>@?A?AB n Ê�E ÛPT�­)­�I �;� A ∈ Ui

LKN�¢
N 
ρ

�
C ��� L'Q�TVNF¤;� � IKN¡Q�J�IKS A � N���I Vi � Z  F� � N

C ∈ V λΓi
Z

[\J]I�I5Q Z 
�<®Ñ�M[Ë�Ö®>
ËxÛIM«K'Ñd<?Ëd>SÏJ6cÑdÔ"ÌgÖ?Ö®F�ËdAº>NM[Ë�ÌLËd>_Ô3>=ÊbË�ý C <®M�Ì�ÏJÛ{ÊI:1Ëd<®6gÊ3ÏJÑU6gÔ A <?ÊbËd6 Vi þ�áôSA{<®M�Ô3>_ÌgÊºM�ý[ÏJ6gÑyÌ9Ö®Ö
x ∈ A

ËUA{>=ÑU>�< M�>=ß{Ìg:1ËUÖ?F�6gÊº>
y ∈ Vi

MdÛº:�ACËUAºÌLË
(x, y) ∈ C

Ì9ÊºG
ÏJ6gÑ.ÌgÖ?Ö

z ∈ C
ËUA{>=ÑU>N< M

x ∈ A
Ì9ÊIG

y ∈ Vi
MdÛº:�A3ËdAIÌLË

z = (x, y)
þ�áPôSAPÛºM

N ↓ 〈N1, N2〉
Õ

N1 
ρ ∀x ∈ A∃!y ∈ Vi. (x, y) ∈ C
Ì9ÊºG

N2 
ρ ∀z ∈ C∃x ∈ A∃y ∈ Vi. z = (x, y)
á

É 6
N1 
ρ ∀x ∈ A∃y ∈ Vi. (x, y) ∈ C ∧ ∀z. (x, z) ∈ C → z = y

áF��FCâ�>_Ô3Ô3Ì�é$	ºÕ
ÏJ6gÑ³Ì9Ö®Ö

(O,X) ∈ A+ ËdA{>_Ñd>ª<®M (P, Y ) ∈ U+
i

MdÛº:�ACËUAºÌLË
φ(O,X, P, Y )

A{6gÖ G{M_Õ�K'Aº>=ÑU>
φ(O,X, P, Y )

<®M'GD>=ùºÊ{>@G�ÌcM;:
φ(O,X, P, Y ) ≡ (N1 ↓ λa. N11) ∧ (N11 ↓ λx. N12) ∧ (N12[x := O] ↓ [t,N13]) ∧

(N13 ↓ 〈P,Q〉) ∧ (Q ↓ 〈Q1, Q2〉) ∧

(Q1 
ρ (X,Y ) ∈ C) ∧ (Q2 
ρ ∀z. (X, z) ∈ C → z = Y ).

â�>
Ë
ψ(O,X, P, Y )

àI>-G{>
ùºÊ{>@G2ÌgM�:
ψ(O,X, P, Y ) ≡ ∃Q1, Q2. (Q1 
ρ (X,Y ) ∈ C)∧(Q2 
ρ ∀z. (X, z) ∈ C → z = Y ).

��àbÎP<®6gÛºMdÖ®FgÕ�<lÏ
φ(O,X, P, Y )

ËdAº>=Ê
ψ(O,X, P, Y )

á É 6�ÏJ6gÑ³Ì9Ö®Ö
(O,X) ∈ A+ ËdA{>_Ñd>�<®M

(P, Y ) ∈ U+
i

MdÛº:�A�ËdAºÌ9Ë
ψ(O,X, P, Y )

A{6cÖ®GºM=á��>=ùºÊ{>-ÌªÏJÛ{Êº:
Ëd<®6gÊ
F
K'A{< :�A�Ë�Ì9Oc>_M

(O,X) ∈ A+ ÌgÊºG�Ñd>=ËdÛ{ÑUÊºM�ËUA{>�Md>
Ë {(P, Y ) ∈
U+
i | ψ(O,X, P, Y )}

á É Û{Ð{Ð�6cMd>
(P1, Y1), (P2, Y2) ∈ F ((O,X))

áSôSA{>_Ê ËdA{>_Ñd>·ÌgÑd>
Q11, Q12, Q21

MdÛº:�A2ËdAºÌ9Ë
Q11 
ρ (X,Y1) ∈ C

Õ
Q12 
ρ ∀z. (X, z) ∈ C → z = Y1

Õ
Q21 
ρ (X,Y2) ∈ C

á#�.F§â�>_Ô3Ô3ÌCé)	{Õ
Q12 ↓ λa. R1

Õ
R1 ↓ λx. R2

ÌgÊºG
R2[x :=



�;�
Q21] 
ρ Y2 = Y1

á É <®Êº:=>
eqSymm a a R2[x := Q21] 
ρ Y1 = Y2

ÕcàPF3â�>_ÔªÔ"Ì�èbó�ËdAº>
λ
Ò�ÑUÌgÊ{ODMy69Ï

Y1, Y2
ÌgÑd>ªËUA{>"MdÌgÔª>"ÌgÊºG¡Õ�Md<?Êº:=>"Ì9ÊPFÍM;ÛI:�A

(P, Y )
< M�Ì�Ôª>_Ô�à�>=Ñ�6gÏ

U+
i

Õ
ËdA{>_F�Ì9ÑU>³M;Ô"Ì9Ö®Ö®>=ÑSËdAIÌ9Ê

Γi
áIæNÖ M;6IÕPÏJ6gÑNÌ9ÊPF

(O,X) ∈ A+ Õ F (O,X)
<®M'<®Ê{AºÌgà{<?Ëd>_G�á
{Û{ÑdËdA{>_ÑdÔ36cÑd>cÕIGD>=ùºÊ{>3Ì"ÏJÛ{Êº:
Ëd<®6gÊ

G
ÏJÑd6cÔ

A+ ËU6 Γi
Õ,K'A{<®:�AÍËUÌ9Oc>_M

(O,X) ∈ A+
Ì9ÊºG·Ñd>=ËdÛ{ÑUÊºM ⋃

{λrk((P, Y )) | (P, Y ) ∈ F (O,X) ∧ ψ(O,X, P, Y )}
á¡ôSA{>=Ê·ÏJ6gÑ�Ì9ÊPF

(O,X) ∈ A+ Õ G(O,X)
< M�ÌgÊÝ6gÑ�GD<®ÊºÌ9Ö�M;Ô"Ì9Ö®Ö®>=Ñ�ËUAºÌ9Ê

Γi
ÌgÊºG§<lÏ

(P, Y ) ∈ U+
i

ÌgÊºG
ψ(O,X, P, Y )

Õ_ËUA{>=Ê
(P, Y ) ∈ V λG(O,X)

áLBC6cÑd>_6LÎg>_Ñ_Õ=ÌcM
Γi
< M�<?ÊºÌc:=:=>_MUM;<®à{Ö®>gÕ

G ∈ R(Γi)
Õ

K'A{>=ÑU>
R(Γi)

GD>_Ê{69ËU>_M�ËdA{>
Γi
ÒrËdA >_Ö?>_Ô3>=ÊbË"69ÏNËUA{>CM[Ë�Ì9ÊºG{ÌgÑUG :
Û{Ô�Û{Ö®Ì9Ëd<®Îg>�A{<®>=Ñ�Ì9Ñ�:�AbFcá

ôSA{>=ÑU>
ÏJ6cÑd> ⋃
ran(G)

<®M³Ì9Ö Md6�Ì9Êú6gÑ�GD<®ÊºÌ9Ö�M;Ô"ÌgÖ?Ö®>=Ñ�ËdAºÌgÊ
Γi
á,57>3G{>
ùºÊ{>3Ì9Êú6gÑ�GD<®ÊºÌ9Ö

βËd63àI>
max(λrk(A),

⋃
ran(G))

á
ìN6LK ËUÌgOg>�ÌgÊPF

(M,B) ∈ C+ Õ�Md6 M 
ρ B ∈ C
á«ôSA{>_Ê�Õ�àPF7ËdAº>�GD>=ùºÊ{<?Ëd<®6gÊ 6gÏ

N2
Ì9ÊºG â�>_Ô3Ô3Ì§é)	ÍËUA{>=ÑU>2<®M

(O,X) ∈ A+ ÌgÊºG (O1, Z) ∈ U+
i

M;ÛI:�A ËUAºÌLË
N2 ↓

λa. N21
Õ
N21 ↓ λx. N22

Õ
N22[x := M ] ↓ [t,N23]

Õ
N23 ↓ 〈O,N24〉

Õ
N24 ↓ [t,N25]

Õ
N25 ↓ 〈O1, R〉

ÌgÊºG
R 
ρ B = (X,Z)

á�â�>=Ë
M1 = lei a a a 〈M,R〉

Õ�ËUA{>=Ê
M1 
ρ

(X,Z) ∈ C
á.ô�ÌgOg>CÌ9ÊPF >_Ö?>_Ôª>_ÊbË

(P, Y ) ∈ F (O,X)
Ì9ÊIG Ìc:=:=6gÔ3ÐºÌ9ÊPFP<®Ê{Ó

Q1, Q2
á

ôSA{>=Ê
Q2 ↓ λa. Q3

Õ
Q3 ↓ λx. Q4

Ì9ÊIG
Q4[x := M1] 
ρ Z = Y

á���F·â/>=Ô3Ô"ÌÍècóPÕ
λrk(Z) ≤ λrk(Y )

Ì9ÊºGCËdAPÛºM
λrk(Z) ≤ β

á É <?Êº:=>
(O,X) ∈ A+ Õ λrk(X) ≤ β

ÕºËU6P6ºá�.F2â�>_Ô3Ô3Ì"écî{Õ
λrk(B) ≤ β + 2

á���F�â/>=Ô3Ô"ÌØébóDÕ
rk(B) ≤ β + ω

ÕºMd6
rk((+C)) ≤

β + ω + 1
áF�.F�â�>_ÔªÔ"ÌØéPóªÌ9ÓbÌ9<®Ê�Õ

λrk(C) ≤ β + 2ω
á É <®Êº:
>

β + 2ω
< M�M;Ëd<®Ö®Ö�MdÔ3ÌgÖ?Ö®>=Ñ

ËdAºÌgÊ
Γi
Õ{K�>³Óg>
Ë'ËUA{>-:
Ö Ì9<®Ô2á

=�>@?A?ABdÃ�Ì�E��fQ
M 
ρ A ∈ Ui,γ X ��� � N M 
ρ A ∈ Vi Z[\J]I�I5Q Z ö�Ï M 
ρ A ∈ Ui,γ

Õ/ËUA{>=Ê
M ↓ inRep(N)

Õ
N ↓ [t, O]

Õ
O ↓ 〈O1, O2〉

ÌgÊºG
ËdA{>_Ñd>³< M

C
MdÛº:�A�ËdAºÌ9Ë

O1 ↓ v
Õ
(v, C) ∈ Ui,γ

Õ
O2 
ρ C = A

áºôSA{>_ÊCÌ9Ö M;6
(v, C) ∈ Ui

Õ
M;6
O1 
ρ C ∈I Vi

ÕºMd6"Ì9Ö M;6
M 
ρ A ∈ Vi

á

=�>@?A?ABdÃ7CFE��fQ
N 
ρ ψi(C,Ui,γ) X ¥7� � J � ψi ��� IYN � I/Q+��� � § �K� ¤;UWLYT �R�R� ¢ � § N � N(¦

φi1(C,Ui,γ) � Nj�f� � � � § N � � � IYN © X ��� � N N 
ρ ψi(C, Vi) Z[\J]I�I5Q Z ôSA{>=ÑU>�Ì9ÑU>�ùIÎg>�:=ÌcM;>@MxËU6Ø:
6cÊºM;< GD>_Ñ�:
b N 
ρ C = Vi−1

á{ôSAº<®MN:_ÌgMd>³<®M�ËUÑd<®ÎP<®ÌgÖtá
b N 
ρ ∃a. a ∈ Ui,γ∧c ∈ a

á9ôSAº>=Ê�ËdA{>_Ñd>S< M
A
MdÛº:�A�ËdAºÌ9Ë

N ↓ [t, O]
Õ
O ↓ 〈O1, O2〉

Õ
O1 
ρ A ∈ Ui,γ

Õ
O2 
ρ C ∈ A

á\�.F×â�>=Ô3Ô"Ì§ë)�ºÕ
O1 
ρ A ∈ Vi

ÕxM;6ÝÌgÖ®Md6
N 
ρ ∃a. a ∈ Vi ∧ c ∈ a

á
b N 
ρ ∃a. a ∈ Ui,γ ∧ c =

⋃
a
á4ôSA{>_ÊÝËdAº>=ÑU>Ø<®M

A
MdÛº:�AÝËUAºÌLË

N ↓ [t, O]
Õ
O ↓

〈O1, O2〉
Õ
O1 
ρ A ∈ Ui,γ

Õ
O2 
ρ C =

⋃
A
áLôSAPÛºM�àPF³â/>=Ô3Ô"ÌNë(�

O1 
ρ A ∈ ViÌ9ÊºG�K�>³Óg>
ËSËUA{>-:
Ö Ì9<®Ô+<®Ê�ËUA{>-MUÌ9Ô3>³K�Ì�FØÌcMS<?Ê�ËdAº>�Ð{Ñd>_ÎP<?6cÛºM':=ÌcM;>cá
b N 
ρ ∃a. a ∈ Ui,γ ∧ C = P (a)

á É <?Ô3<®Ö®ÌgÑ'Ëd6ªËUA{>�Ð{ÑU>=ÎP<?6cÛºMS:=ÌcM;>cá
b N 
ρ ∃a. a ∈ Ui,γ ∧ C ∈ a → Ui,γ

á�ôSA{>=Ê7ËdAº>=ÑU>ª< M
A
MdÛº:�AúËdAºÌ9Ë

N ↓ [t, O]
Õ

O ↓ 〈O1, O2〉
Õ
O1 
ρ A ∈ Ui,γ

Õ
O2 
ρ “C

< M'Ì�ÏJÛ{Êº:1ËU<?6cÊÚÏJÑU6gÔ
A
<?ÊbËd6

Ui,γ
þ�á���F

â�>_ÔªÔ"Ì�ë)�{Õ
O1 
ρ A ∈ Vi

á@ü«ßDÐºÌ9ÊºG{<?Ê{Ó�ËdAº>.Md>_:
6cÊºG�ÐºÌgÑ;Ë@Õ_K�>xAIÌ�Îg>
O2 ↓ 〈P1, P2〉

Õ
P1 
ρ ∀x ∈ A∃!y ∈ Ui,γ . (x, y) ∈ C

Ì9ÊºG
P2 
ρ ∀z ∈ C∃x ∈ A∃y ∈ Ui,γ . z =

(x, y)
áº57>³K'<?Ö®Ö¡Ë�Ìg:�OPÖ?>

P1
Ì9ÊIG

P2
Md>=ÐºÌgÑUÌ9Ëd>=Ö®Fgá

•

{6cÑ

P1
Õ{K�>�AºÌ�Îc>�ÏJ6cÑ�Ì9Ö®Ö

X, t
Õ
P1 ↓ λa. P11

Õ
P11[a := t] ↓ λx.Q

Ì9ÊIG�ÏJ6gÑNÌ9Ö®Ö
R 
ρ X ∈ A

ËUA{>=ÑU>3<®M
Y
M;ÛI:�AÍËdAIÌLË

Q[x := R] ↓ [t1, Q0]
Õ
Q0 ↓ 〈Q1, Q2〉

Õ



� ¼
Q1 
ρ Y ∈ Ui,γ

Ì9ÊºG
Q2 
ρ (X,Y ) ∈ C ∧ ∀z. (X, z) ∈ C → z = Y

áF��F
â�>_Ô3Ô3Ì2ë(�2K.>ØÌgÖ®Md6CAºÌ�Îc>

Q1 
ρ Y ∈ Vi
Õ�Md62ÌgÖ®Md6

P1 
ρ ∀x ∈ a∃!y. y ∈
Vi ∧ (x, y) ∈ C

á
•

{6cÑ

P2
Õ'K.>úAºÌ�Îg>·ÏJ6gÑCÌ9Ö®Ö

Z, t
Õ
P2 ↓ λa. P11

Õ
P11[a := t] ↓ λx.Q

Ì9ÊºG
ÏJ6gÑ�Ì9Ö®Ö

R 
ρ Z ∈ C
ËUA{>=ÑU>·Ì9ÑU>

X,Y
M;ÛI:�A ËdAºÌ9Ë

Q[x := R] ↓ [t1, Q0]
Õ

Q0 ↓ 〈Q1, Q2〉
ÌgÊºG

Q1 
ρ X ∈ A
á�BC6cÑd>_6LÎg>_Ñ_Õ

Q2 ↓ [t2, S0]
Õ
S0 ↓ 〈S1, S2〉Ì9ÊIG

S1 
ρ Y ∈ Ui,γ
á��.F2â�>_Ô3Ô3ÌÚë)�"K�>�ÌgÖ®Md6ØAºÌ�Îc>

S1 
ρ Y ∈ Vi
Õ,Md6ÚÌgÖ®Md6

P2 
ρ ∀z ∈ C → ∃x ∈ A∃y ∈ Vi. z = (x, y)
á

ôSA{>=ÑU>
ÏJ6cÑd>³Ì9Ö Md6
O2 
ρ

ý
C
<®M'Ì�ÏJÛ{Êº:
Ëd<®6gÊ�ÏJÑU6gÔ

A
<?ÊbËU6

Vi
þ³ÌgÊºGÚ<®Ê�ËdA{>³>_ÊºG

N 
ρ

∃a. a ∈ Vi ∧ C ∈ a→ Vi
á

¿ vP´KvP���hBV´ÁÀ
Ä�EH�fQ
M 
ρ φ

i
1(C,Ui,γ) X �f� � N M 
ρ φ

i
1(C, Vi) Z

ôSA{>yÏJ6gÖ®Ö?6LK'<®Ê{Ó�Ö®>=Ô3Ô"Ì3M[Ë�ÌLËU>_M.ËdA{>-:=ÑdÛI:
< Ì9Ö,Ð{ÑU6gÐ�>=ÑdË[Fª6gÏ/ËUA{>�Ñd>@Ì9Ö®<?E@Ì9à{<®Ö®<lË[F3ÑU>=Ö ÌLËd<®6gÊ/á
=�>@?A?ABdÃ��<E

(M,C) ∈ [[tA(u)]]ρ � É M = axRep(N)
LKN�¢

N 
ρ φA(C, [[u]]ρ) Z[\J]I�I5Q Z ôSA{>�ÐºÑd6P69Ï�ÐºÑd6D:
>_>_G{M�àPFC:=ÌgMd>�ÌgÊºÌ9Ö®FDM;< MN6cÊ tA(u)
á¡57>�ùºÑ�M;ËyGD6ÚËdA{>ªÐ{ÑU6b6gÏ�ÏJ6gÑ

Ì9Ö®Ö,Ëd>=ÑUÔ"MNÌ9ÐIÌ9ÑdË.ÏJÑU6gÔ
ω
Ì9ÊIG

Vi
Õ{ËdA{>_Ê�K�>�M;Aº6LK ËdAº>-:
Ö Ì9<®ÔÿÏJ6gÑ

ω
Ì9ÊºG�ùºÊºÌgÖ?Ö®F"ÏJ6cÑ

Vi
á
{6gÑSÌ9Ö®ÖIËd>=ÑUÔ"M=ÕDMUÌ�Îg>

ω
Ì9ÊºG

Vi
ÕcËUA{>³Ö?>=Ï Ë;ÒrËd6gÒrÑU<?ÓcAbË.GD<®Ñd>@:1Ëd<®6gÊ�<®M.<®ÔªÔ3>@GD<®Ì9Ëd>cá@
º6gÑ�ËdAº>

Ñd<®ÓgAbË;ÒrËd6gÒrÖ®>
Ï ËNGD<®ÑU>_:1ËU<?6cÊ�ÕºMdÛ{Ð{Ð�6cMd>
N 
ρ φA(C, [[u]]ρ)

Ì9ÊIG
M = axRep(N)

áºô�6ØM;Aº6LK
ËdAºÌ9Ë

(M,C) ∈ [[tA(u)]]ρ
Õ4K�>ØÊ{>=>@G§Ëd67M;Aº6LK ËUAºÌLË

C ∈ V λγ
á�â�>
Ë

α = rank([[u]]ρ)
á

Ù�ÌgMd>
tA(u)

69Ï5:
b {u1, u2}

á É Û{ÐºÐI6bM;>CËUAºÌLË
N 
ρ C = [[u1]]ρ ∨ C = [[u2]]ρ

á.ôSAº>=Ê¸>=<?ËdAº>=Ñ
N ↓

inl(N1) ∧N1 
ρ C = [[u1]]ρ
6gÑ
N ↓ inr(N1) ∧N1 
ρ C = [[u2]]ρ

áP��F�â/>=Ô3Ô"Ì
ècóDÕD<?Ê�ËdAº>³ÏJ6gÑUÔª>_Ñ':=ÌgMd>

C ∈ V λα1

Õ{<®ÊÚËUA{>�Ö®Ì9Ë;ËU>=Ñ
C ∈ V λα2

ÕºMd6
C ∈ V λmax(α1,α2)

á
b P (u)

á É Û{Ð{Ð�6cMd>ÍËUAºÌLË
N 
ρ ∀d. d ∈ C → d ∈ [[u]]ρ

á�ôSA{>_Ê
N ↓ λa. N1Ì9ÊºGÝÏJ6gÑ�ÌgÊPF

t
Õ
∀D. N1[a := t] 
ρ D ∈ C → D ∈ [[u]]ρ

Õ4Md6
∀D, t. N1[a :=

t] ↓ λx. N2
ÌgÊºG§ÏJ6cÑ�Ì9Ö®Ö

O
Õ�<?Ï

O 
 D ∈ C
ËUA{>=Ê

N2[x := O] 
ρ D ∈ [[u]]ρ
á

ô�ÌgOg>3Ì9ÊPF
(v,B) ∈ C

á/ôSAº>=Ê
inRep([a, 〈v, eqRefl a〉]) 
ρ B ∈ C

Õ�Md6
N2[x :=

inRep([a, 〈v, eqRefl a〉]] 
ρ B ∈ [[u]]ρ
á�ôSAPÛºM³àPF·â/>=Ô3Ô"Ì�èbóØÌgÊbFÍMdÛº:�A

B
<®M³<®Ê

V λα
Õ{Md6

C ∈ V λα+1

á
b ⋃

u
á É Û{ÐºÐI6bM;>

N 
ρ ∃c. c ∈ [[u]]ρ ∧ C ∈ c
á¡ôSA{>_Ê

N ↓ [t,N1]
Ì9ÊºG·ËdA{>_Ñd>ª< M

BM;ÛI:�ACËdAºÌ9Ë
N1 
ρ B ∈ [[u]]ρ ∧ C ∈ B

á�ôSAPÛºM
N1 ↓ 〈N1, N2〉

Õ
N1 
ρ B ∈ [[u]]ρ

Õ
N2 
ρ C ∈ B

á���F�â/>=Ô3Ô"Ì"ècóPÕ{ÌgÊPFØM;Ûº:�A
B
< M'<?Ê

V λα
ÕIM;6"Ì9Ö Md6

C ∈ V λα
á

b Sφ(a,f)(u, u)
á É Û{Ð{Ð�6cMd>

N 
ρ C ∈ [[u]]ρ ∧ φ(C, [[u]]ρ)
á,ôSA{>=Ê

N ↓ 〈N1, N2〉
ÌgÊºG

N1 
ρ C ∈ [[u]]ρ
áºôSAPÛºM

C ∈ V λα1

á
b Rφ(a,f)(u, u)

á É Û{Ð{Ð�6cMd>

N 
ρ (∀x ∈ [[u]]ρ∃!y. φ(x, y, [[u]]ρ)) ∧ ∃x ∈ [[u]]ρ. φ(x,C, [[u]]ρ).

ôSA{>=Ê
N ↓ 〈N1, N2〉

Ì9ÊºG
N2 
ρ ∃x ∈ [[u]]ρ. φ(x,C, [[u]]ρ)

á,ôSAPÛºM
N2 ↓ [t,N20]

Õ
N20 ↓ 〈N21, N22〉

ÌgÊºG§ËUA{>=ÑU>Ø< M
B
MdÛº:�A§ËUAºÌLË

N21 
ρ B ∈ [[u]]ρ
ÌgÊºG

N22 
ρ

φ(B,C, [[u]]ρ)
á'57>§ÌgÖ®Md6 AºÌ�Îg>

N1 
ρ ∀x ∈ [[u]]ρ∃!y. φ(x, y, [[u]]ρ)
ÕNMd6

N1 ↓
λa. N11

ÌgÊºGÝÏJ6cÑØÌ9Ö®Ö
C
Õ
N11 ↓ λx. O

ÌgÊºG ÏJ6cÑ"Ì9Ö®Ö
P 
ρ C ∈ [[u]]ρ

Õ
O[x :=

P ] 
ρ ∃!y. φ(C, y, [[u]]ρ)
á É 62ËUÌgOP<?Ê{Ó

C = B
ÌgÊºG

P = N21
Õ�ËUA{>=ÑU>Ø< M

D
MdÛº:�A



�=}
ËdAºÌ9Ë

N1 ↓ λa. N11
Õ
N11 ↓ λx. O

ÌgÊºG
O[x := N21] ↓ [s,O1]

ÌgÊºG
O1 
ρ

φ(B,D, [[u]]ρ)∧∀e. φ(B, e, [[u]]ρ) → e = D
á�ôSA{>=ÑU>
ÏJ6cÑd>

(N1, (N21, B)) ∈ G
ÏJÑd6cÔ

ËdA{>-G{>
ùºÊ{<?Ëd<®6gÊC6gÏ
γ
ÕºMd6�ËUA{>=ÑU>�< M

D ∈ V λγ
MdÛº:�A�ËdAºÌ9Ë

N1 ↓ λa. N11
Õ
N11 ↓ λx.O

Õ

O[x := N21] ↓ [s,O1]
Ì9ÊºG

O1 
ρ φ(B,D, [[u]]ρ) ∧ ∀e. φ(B, e, [[u]]ρ) → e = D
á

É 6
O1 ↓ 〈O11, O12〉

ÌgÊºG
O12 
ρ ∀e. φ(B, e, [[u]]ρ) → e = D

áSôSAº>=ÑU>
ÏJ6gÑU>gÕ
O12 ↓ λa. Q

Õ
Q ↓ λx. Q1

Ì9ÊºG
Q1[x := N22] 
ρ C = D

á��.F â/>=Ô3Ô"ÌÝècóPÕ
C ∈ V λγ

á
ìN6LK K�>yËUÌc:�ObÖ®>

ω
á�
{6cÑSËdA{>³Ö®>
Ï Ë;ÒrËd6gÒrÑU<®ÓgAbËNGD<?ÑU>_:
Ëd<®6gÊ�ÕD6càPÎb<®6gÛIM;Ö®F

M = infRep(N)
á�
º6gÑ

ËdA{>-:=Ö®Ìg<?Ô ÌgàI6cÛDË
N
K.>³Ð{ÑU6D:
>=>@GÚàPF�<?ÊºG{Ûº:1ËU<?6cÊ�6cÊ�ËUA{>-GD>=ùºÊ{<?Ëd<®6gÊ269Ï

ω′
:

b ôSA{>3àºÌgMd>":=ÌcM;>cá,ôSAº>=Ê N ↓ inl(O)
Ì9ÊºG

O 
ρ A = 0
Õ�Md6

N 
ρ A = 0 ∨ ∃y ∈
ω′. A = S(y)

á
b öYÊºGDÛº:
Ëd<®Îg>ªM[ËU>=Ð�á�ôSA{>=Ê N ↓ inr(N1)

Õ
N1 ↓ [t, O]

Õ
O ↓ 〈M ′, P 〉

Õ
(M ′, B) ∈ ω′+ Õ

P 
ρ A = S(B)
á�ôSA{>=ÑU>
ÏJ6cÑd>cÕPËdA{>_Ñd>�< M

C
�JÊºÌgÔ3>=Ö®F

B
�'MdÛº:�A�ËdAIÌLË

M ′

ρ C ∈ ω′

Ì9ÊºG
P 
ρ A = S(C)

á/ôSAPÛºM
[t, O] 
ρ ∃y. y ∈ ω′ ∧ A = S(y)

Õ�M;6
N 
ρ A =

0 ∨ ∃y ∈ ω′. A = S(y)
á


{6gÑ�ËdA{>ªÑU<?ÓcAcËdÒtËU69Ò�Ö?>=Ï Ë�GD<®Ñd>@:1ËU<?6cÊ�ÕIMdÛ{Ð{Ð�6cMd>
N 
ρ A = 0 ∨ (∃y. y ∈ ω′ ∧ A = S(y))

á
ôSA{>=Ê×>=<?ËdA{>_Ñ

N ↓ inl(N1)
6cÑ

N ↓ inr(N1)
á«öYÊ ËUA{>�ÏJ6gÑUÔ3>=Ñ3:=ÌgMd>gÕ

N1 
ρ A = 0
Õ

M;6ÍàPF7â�>=Ô3Ô"Ì·èbó
A ∈ V λω

á/öYÊ§ËUA{>ÚÖ ÌLËdËd>_Ñ_Õ
N1 
ρ ∃y. y ∈ ω′ ∧ A = S(y)

á�ôSAPÛºM
N1 ↓ [t, O]

Ì9ÊIG�ËdA{>_Ñd>-< M
B
MdÛº:�A2ËdAIÌLË

O 
ρ B ∈ ω′ ∧ A = S(B)
á É 6

O ↓ 〈M ′, P 〉
Õ

(M ′, B) ∈ ω′+ ÌgÊºG P 
ρ A = S(B)
á�ôSA{< M�< M->=ßDÌc:1ËUÖ?FCËUA{>Ø<®ÊºGDÛº:
Ëd<®Îg>ØM;Ëd>_Ð76gÏSËdA{>

GD>
ùºÊº<lËU<?6cÊC69Ï
ω′
Õ�M;6"<?Ë�ÑU>=Ô"Ì9<®ÊºMSËU6ØM;A{6LK ËdAIÌLË

A ∈ V λω
á É <®Êº:
>

(M ′, B) ∈ ω′+ Õ{ËdAº>=ÑU>
<®M�Ì³ùºÊ{<?Ëd>�6gÑ�GD<®ÊºÌ9Ö

α
MdÛº:�A"ËUAºÌLË

B ∈ V λα
á@��Fªâ/>=Ô3Ô"Ì�ébíDÕ

A ∈ V λα+2

ÕPM;6�ÌgÖ®Md6
A ∈ V λωÌ9ÊºG�K.>�Óc>
ËSËdAº>-:
Ö Ì9<®Ô�á
�<®ÊºÌgÖ?Ö®FgÕ«K�>ÚË�Ì9Oc>2:_Ì9ÑU>�6gÏ

Vi
á«57>2ùºÑ�M[ËØMdA{6LKÿËUA{>2Ö?>=Ï Ë;ÒrËd69Ò�ÑU<?ÓcAcË"GD<®Ñd>@:1ËU<?6cÊ�á É Û{ÐDÒ

ÐI6bM;>
(M,A) ∈ Ui

Õ¡ËUA{>=Ê
M = inaciRep(N)

á�57>"Ô�ÛIM[Ë-AºÌ�Îc>
N 
ρ φ

i
1(A,Ui,γ) ∧

∀d. φi2(d) → A ∈ d
ÏJ6gÑ³Md6gÔ3>�6cÑUGD<®ÊºÌgÖ

γ
á�ôSA{>_Ê

N ↓ 〈N1, N2〉
Õ
N1 
ρ φ

i
1(A,Ui,γ)

Õ
N2 
ρ ∀d. φi2(d) → A ∈ d

áSÙ.6cÑd6cÖ?Ö Ì9ÑUF í7Óg<®Îg>@M3ÛºM
N1 
ρ φi1(A, Vi)

Õ�M;6
N 
ρ

φi1(A, Vi) ∧ ∀d. φi2(d) → A ∈ d
Õ{K'A{< :�A2<®MSK'AIÌLËNK�>yKSÌ9ÊbË@á
{6gÑSËUA{>�ÑU<?ÓcAcËdÒtËU69Ò�Ö?>=Ï ËSG{<?ÑU>_:
Ëd<®6gÊ�ÕºMdÛ{Ð{Ð�6cMd>

N 
ρ φ
i
1(C, Vi) ∧ ∀d. φi2(d) → C ∈ d

á
5ú>�Ê{>=>@G�Ëd6ÚMdA{6LK¬ËdAºÌ9Ë

(inaciRep(N), C) ∈ Ui
áF�.F�ËdAº>�GD>=ùºÊ{<?Ëd<®6gÊÍ6gÏ

Ui
<?Ë�MdÛVºØ:
>_M

Ëd6ØMdA{6LK ËUAºÌLË
C ∈ VΓi

á{57>-AºÌ�Îc>
N ↓ 〈N1, N2〉

Ì9ÊIG
N1 
ρ

ý
C
< M'>_êbÛºÌgÖ,Ëd6

Vi−1
6cÑ

ËdA{>_Ñd>'< M
A ∈ Vi

M;Ûº:�AªËUAºÌLË
C
<®MxÌ³ÐI6LK�>=Ñ�M;>=Ë1çLÛ{Ê{<®6gÊ�çLÔª>_Ô�à�>=Ñ�69Ï

A
Õ96cÑ

C
<®M�ÌyÏJÛºÊº:1ËU<?6cÊ

ÏJÑd6cÔ
A
<®ÊcËU6

Vi
á þ1ágôSA{>'ÐºÑd6P69Ï,M;ÐºÖ?<?ËUM«<®ÊbËd6�:
6cÑdÑU>_MdÐ�6gÊºGD<®Ê{Ó�ùºÎg>N:_ÌgMd>_M_áLôSA{>SùºÑ�M[Ë«ÏJ6cÛ{Ñ�Ì9ÑU>

>_ÌgMdFØËU6ØÐ{ÑU6LÎg>�ÛºMd<®Ê{ÓÚâ�>_Ô3Ô3Ì�ècóªÌ9ÊIG�ËdA{>ªGD>
ùºÊº<lËU<?6cÊÍ69Ï�ËdAº>-6gÑ�GD<®ÊºÌ9Ö
γ
<?Ê2ËUA{>�:=Ö®ÌgÛºMd>

í�<®Ê�ËdA{>-G{>
ùºÊ{<?Ëd<®6gÊ26gÏ�ÑU>_Ì9Ö®<®E_Ì9àº<?Ö®<lË[Fcá{ôSA{>³Ö®ÌcM[ËN6cÊ{>yÏJ6gÖ®Ö?6LKNM�àPF�â/>=Ô3Ô"Ì3é$�{á
� � Ä�Ã��èÓ}3;È/ñ�Ó�Â{È;ÄxÁ
öYÊ�ËUA{<®MxM;>@:1Ëd<®6gÊ/Õ@>_ÊPÎb<®ÑU6gÊ{Ô3>=ÊbË�M

ρ
ÌgÑd>.ùºÊ{<?Ëd>SÐºÌgÑ;ËU<®ÌgÖPÏJÛ{Êº:
Ëd<®6gÊºM�Ô"Ì9ÐºÐ{<?ÊºÓyÐ{ÑU6gÐ�6cMd<?Ëd<®6gÊºÌgÖ

Î�ÌgÑd< Ì9àºÖ?>@M�Ëd6
λZω
Ì9ÊºGyùºÑ�M;Ë;Ò�6gÑ�GD>=Ñ,ÎLÌ9ÑU<®Ìgà{Ö®>_M,ËU6'ÐºÌ9<®ÑUM

(t, A)
Õ@K'A{>=ÑU>

t ∈ T
Ì9ÊºG

A ∈ V λ
á

ôSA{>=ÑU>
ÏJ6cÑd>cÕ
ρ : V ar ∪ FV ar → λZω ∪ (T × V λ)

Õ�K'A{>_Ñd>
V ar
GD>=Êº69Ëd>@MyËdA{>ØMd>
Ë-6gÏ

Ð{Ñd6cÐI6bM;<?Ëd<®<®6gÊºÌgÖ9ÎLÌ9ÑU<®Ìgà{Ö?>@M�Ì9ÊIG
FV ar

GD>_Ê{69ËU>_M�ËdA{>�M;>=Ë/69ÏPùºÑ�M[ËdÒr6cÑUG{>=Ñ¡ÎLÌ9ÑU<®Ìgà{Ö®>_M_á;
{6cÑ�Ì9ÊPF
ρ
Õ
ρT
GD>_Ê{69ËU>_MSËUA{>�Ñd>@M[ËUÑd< :1ËU<?6cÊ�6gÏ

ρ
Ëd6ªËdA{>�Ô3ÌgÐ{Ð{<®Ê{ÓªÏJÑd6cÔ+ùºÑ�M;Ë;Ò�6gÑ�GD>=ÑSÎLÌ9ÑU<®Ìgà{Ö?>@M�<?ÊbËd6



� Ï
Ëd>=ÑUÔ"M;:

ρT = λa ∈ FV ar. π1(ρ(a))
ábì�69ËU>'ËdAºÌ9Ë.Ì9ÊPF

ρ
:_Ì9Ê3àI>�ÛºMd>_G"ÌgMxÌ³Ñd>@Ì9Ö®<?E@Ì9à{<®Ö?<?Ë[F

>=ÊPÎP<?ÑU6gÊ{Ô3>_ÊcË'àPFÚ:=6gÊºMd<®G{>=ÑU<?Ê{Óª6gÊºÖ?F"ËUA{>�Ô"Ì9Ð{Ðº<?Ê{Ó36gÏ�ùºÑ�M;Ë;Ò�6gÑ�GD>=Ñ�ÎLÌ9ÑU<®Ìgà{Ö?>@M�Ëd6
V λ
á

��>(�6p7uhq�uhvFp�CV�<EHG7IKJaL �;��� T � N�� Γ ` φ X ρ |= Γ `M : φ
S � LKN � ����LK� ρ ��� ¢ � § N � ¢+IKN

FV (Γ,M, φ)
LKN�¢'QRIYJ¡LKU�U

(xi, φi) ∈ Γ X ρ(xi) 
ρ φi Z
ìN69ËU>�ËdAIÌLË�<?Ï

ρ |= Γ ` M : φ
ÕºËUA{>=ÊCÏJ6cÑ�ÌgÊbFÚËd>_ÑdÔ

t
<?Ê
Γ, φ
Õ
[[t]]ρ
<®M�GD>
ùIÊ{>_GCÌgÊºG

M;63< M�ËdA{>�ÑU>_ÌgÖ?<®E_Ìgà{<?Ö®<?Ë[F"Ñd>_Ö®Ì9Ëd<®6gÊ
M 
ρ φ

á
��>(�6p7uhq�uhvFp�C n EHG7IKJDL �;��� T � N�� Γ ` M : φ X � Q ρ |= Γ ` M : φ

�f� � N M [ρ]

��� M [x1 := ρ(x1), . . ., xn := ρ(xn), a1 := ρT (a1), . . ., ak := ρT (ak)] X ¥7� � J �
FV (M) = {x1, . . ., xn}

LKN�¢
FVF (M) = {a1, . . ., ak} Z=�>@?A?ABdÃ n E

M [x := N ] = M [ρ[x := N ]] Z õ&U � I M [a := t] = M [ρ[a := (t, A)]] Z[\J]I�I5Q Z É ËdÑ�Ì9<®ÓgAbË;ÏJ6cÑdKSÌ9Ñ�GØM;ËdÑUÛº:1ËUÛ{Ñ�Ì9Ö¡<®ÊºGDÛº:
Ëd<®6gÊ26gÊ M á³ s7>@vP´K>(? �k¶
	ivP´Á?%B��hu�Ë$BVq�uhvFp ¸ E&�fQ Γ ` M : ϑ
�f� � NiQRIKJiLKU�U ρ |= Γ ` M : ϑ X

M [ρ] 
ρ ϑ Z[\J]I�I5Q Z 
{6gÑØÌgÊPF λZω Ëd>_ÑdÔ M
Õ
M ′
<®Ê×ËUA{>CÐ{ÑU6P69ÏyG{>=Ê{6gËd>_M

M [ρ]
á�57>CÐ{ÑU6P:=>=>@G àPF

Ôª>=ËUÌgÖ?>_Îg>=Ö¡<®ÊºGDÛI:1Ëd<®6gÊ26cÊ
Γ `M : ϑ

á,Ù�ÌgMd>
Γ `M : ϑ

6gÏ5:
b

Γ, x : φ ` x : φ
ôSA{>=Ê

M ′ = ρ(x)
ÌgÊºGØËUA{>-:
Ö Ì9<®Ô+ÏJ6cÖ?Ö®6LKNM_á

b
Γ `M : φ → ψ Γ ` N : φ

Γ `M N : ψ��F2ËdA{>ª<?ÊIGDÛº:1ËU<?Îc>3AbFPÐ�69ËUAºM;>_<®M_Õ
M ′


ρ φ → ψ
Ì9ÊIG

N ′

ρ φ
á¡â�>_Ô3Ô3Ì2è9îÚÓg<®Îg>@M

ËdA{>-:=Ö®Ìg<?Ô2á
b

Γ, x : φ `M : ψ

Γ ` λx : φ. M : φ → ψ
5ú>ÚÊ{>=>@G7Ëd6ÍMdA{6LKõËUAºÌLË�ÏJ6gÑ�ÌgÊbF

N 
ρ φ
Õ
M ′[x := N ] 
ρ ψ

á�ô4Ì9Oc>ØÌ9ÊPF·MdÛº:�A
N
á�â/>
Ë

ρ′ = ρ[x := N ]
á�ôSAº>=Ê

ρ′ |= Γ, x : φ ` M : ψ
Õ�Md6CàPF·ËUA{>Ø<®ÊºGDÛº:
Ëd<®Îg>

APFbÐ�69ËUA{>_Md< M
M [ρ′] 
ρ′ ψ

áY��F�â�>_ÔªÔ"Ìyëcé
M [ρ′] = M [ρ][x := N ] = M ′[x := N ]

Õ
M;6
M ′[x := N ] 
ρ′ ψ

á É <®Êº:
>
ρ′
Ì9ÓcÑd>_>_MNK'<?ËdA

ρ
6gÊ7Ö?6cÓg< :-ÎLÌ9ÑU< Ì9à{Ö®>_M_ÕIàPFÍâ/>=Ô3Ô"Ì

ègí�K�>yÓc>
Ë
M ′[x := N ] 
ρ ψ

á
b

Γ `M : ⊥
Γ ` magic(M) : φ��FÍËdAº>"<?ÊºG{Ûº:1ËU<?Îc>ªAPFPÐ�69ËdAº>_Md<®M_Õ
M ′


ρ ⊥
Õ¡K'A{< :�A7< M³Ê{6gË�ËdA{>Ø:_ÌgMd>gÕ�Md62ÌgÊPFcËUA{<®Ê{Ó

A{6gÖ G{M_ÕD<?Ê2ÐºÌgÑ;ËU<®:=Û{Ö Ì9Ñ
magic(M ′) 
ρ φ

á
b

Γ `M : φ ∧ ψ

Γ ` fst(M) : φ��FØËdAº>�<?ÊºG{Ûº:1ËU<?Îc>�AbFPÐ�69ËUA{>_Md<®M_Õ
M ′


ρ φ ∧ ψ
ÕIM;6

M ′ ↓ 〈M1,M2〉
ÌgÊºG

M1 
ρ φ
á

ôSA{>=ÑU>
ÏJ6cÑd>
fst(M) →∗ fst(〈M1,M2〉) →M1

áºâ/>=Ô3Ô"Ì"èLë3Óg<®Îg>@MxËUA{>-:
Ö Ì9<®Ô2á



���
b

Γ `M : φ ∧ ψ

Γ ` snd(M) : ψ
É FPÔ3Ôª>=ËdÑU<®:yËU6ªËdA{>�Ð{ÑU>=ÎP<®6gÛºM':_ÌgMd>gá

b
Γ `M : φ Γ ` N : ψ

Γ ` 〈M,N〉 : φ ∧ ψ
æNÖ®Ö�K�>·Êº>=>_G¸Ëd6×MdA{6LK <®M

M ′

ρ φ

Ì9ÊºG
N ′


ρ ψ
Õ.K'A{< :�A K�>·Óc>
ËØÏJÑU6gÔ ËdAº>

<?ÊIGDÛº:1ËU<?Îc>�APFbÐ�69ËUA{>_Md< M=á
b

Γ `M : φ

Γ ` inl(M) : φ ∨ ψ
5ú>�Ê{>=>@GªËd6�MdA{6LK×ËdAºÌ9Ë

M ′

ρ φ
ÕbK'A{< :�A"K.>'Óc>
Ë�ÏJÑU6gÔ ËdAº>N<?ÊIGDÛº:1ËU<?Îc>�APFPÐI6gËdA{>@M;< M_á

b
Γ `M : φ

Γ ` inr(M) : φ ∨ ψ
É FPÔ3Ôª>=ËdÑU<®:yËU6ªËdA{>�Ð{ÑU>=ÎP<®6gÛºM':_ÌgMd>gá

b
Γ `M : φ ∨ ψ Γ, x : φ ` N : ϑ Γ, x : ψ ` O : ϑ

Γ ` case(M,x : φ. N, x : ψ. O) : ϑ��FÍËdAº>"<?ÊºG{Ûº:1ËU<?Îc>"AbFPÐ�69ËUA{>_Md<®M_Õ
M ′


ρ φ ∨ ψ
á�ôSA{>=ÑU>
ÏJ6cÑd>3>=<?ËdAº>=Ñ

M ′ ↓ inl(M1)Ì9ÊºG
M1 
ρ φ

6gÑ
M ′ ↓ inr(M2)

Ì9ÊºG
M2 
ρ ψ

á«5ú>26cÊ{Ö?F§ËUÑd>@ÌLË3ËdAº>�ÏJ6cÑdÔ3>_Ñ
:=ÌcM;>cÕSËdA{>ÝÖ ÌLËdËd>=ÑC< MÍMdFPÔªÔ3>=ËdÑU<®:gá É <?ÊI:
>

ρ[x := M1] 
ρ Γ, x : φ ` N : ϑ
Õ

àPF¸ËdA{>§<®ÊºGDÛº:
Ëd<®Îg>§APFPÐI6gËdA{>@M;< M2K.>7Óg>=Ë
N [ρ[x := M1]] 
ρ ϑ

á'5ú>ÝÌ9Ö Md6×AºÌ�Îc>
case(M,x.N, x.O) →∗ case(inl(M1), x.N, x.O) → N [x := M1]

á7��Fúâ/>=Ô3Ô"Ì
ëcéºÕ

N [x := M1] = N [ρ[x := M1]]
ÕºMd63â/>=Ô3Ô"Ì"èLë3Óg<®Îg>@M.ÛIMSËdA{>-:=Ö®Ìg<?Ô2á

b
Γ `M : φ

Γ ` λa. M : ∀a. φ��FúËUA{>Ú<®ÊºGDÛI:1Ëd<®Îg>ÚAbFPÐ�69ËUA{>_Md<®M_Õ�ÏJ6cÑªÌgÖ?Ö
ρ |= Γ ` M : φ

Õ
M [ρ] 
 φ

á�57>ÚÊ{>_>_G
Ëd6ÍMdA{6LK¾ËUAºÌLË�ÏJ6cÑ-Ì9Ö®Ö

ρ |= Γ ` λa. M : ∀a. φ
Õ
(λa. M)[ρ] 
ρ ∀a. φ

á�ôSA{<®M-<®M
>_êbÛ{<®ÎLÌ9Ö®>=ÊbË-Ëd6

λa. M [ρ] 
ρ ∀a. φ
á4ô�ÌgOg>ØÌgÊbF7M;ÛI:�A

ρ
á�5ú>ØÊº>=>_G7ËU6·MdA{6LKõËUAºÌLË

∀A, t. M [ρ][a := t] 
ρ φ[a := A]
á,ô4Ì9Oc>ªÌgÊPF

A
ÌgÊºG

t
á É <®Êº:=>

ρ[a := (t, A)] |=
Γ ` M : φ

Ì9ÊºGúàPFÍâ�>=Ô3Ô"Ì�ëcé
M [ρ][a := t] = M [ρ[a := (t, A)]]

Õ¡K�>�Óc>
Ë³ËdA{>
:
Ö Ì9<®Ô àPF"ËUA{>�<?ÊIGDÛº:1ËU<?Îc>³AbFPÐ�69ËUA{>_Md<®M_á

b
Γ `M : ∀a. φ

Γ `M t : φ[a := t]��F"ËdA{>�<®ÊºGDÛI:1Ëd<®Îg>³APFPÐI6gËdA{>@M;< M_Õ
M ′


ρ ∀a. φ
ÕºMd6

M ′ ↓ λa. N
Ì9ÊºG

∀A, u.N [a :=
u] 
ρ φ[a := A]

á¡öYÊ7ÐºÌgÑ;ËU<®:=Û{Ö®ÌgÑ
N [a := t[ρ]] 
ρ φ[a := [[t]]ρ]

á���FÍâ�>=Ô3Ô"ÌCègè{Õ
N [a := t[ρ]] 
ρ φ[a := t]

á É <®Êº:=>
M ′ (t[ρ]) →∗ (λa. N) t[ρ] → N [a := t[ρ]]

Õ
â�>_ÔªÔ"Ì"èLë3Óc<?Îc>_M�ÛºMSËUA{>-:
Ö Ì9<®Ô2á



�9z

b
Γ `M : φ[a := t]

Γ ` [t,M ] : ∃a. φ��F ËdAº>C<?ÊºG{Ûº:1ËU<?Îc>ÍAPFbÐ�69ËUA{>_Md< M=Õ
M ′


ρ φ[a := t]
Õ�M;6§àPF×â/>=Ô3Ô"Ì ègèDÕ

M ′

ρ

φ[a := [[t]]ρ]
á{ôSAPÛºM_ÕgËUA{>=ÑU>�< MSÌ�Ö Ì9Ô�à�GºÌLÒ�ÊºÌ9Ô3>

A
ÕDÊºÌ9Ô3>=Ö®F

[[t]]ρ
Õ{MdÛº:�A"ËUAºÌLË

M ′

ρ

φ[a := A]
áIôSAbÛIM=Õ

[t,M ][ρ] = [t[ρ],M ′] 
ρ ∃a.φ
K'A{< :�A�< M'K'AºÌ9Ë'K.>�KSÌ9ÊbË_á

b
Γ `M : ∃a. φ Γ, x : φ ` N : ψ

Γ ` let [a, x : φ] := M in N : ψ
a /∈ FV (Γ, ψ)

â�>=Ë
ρ |= Γ ` let [a, x : φ] := M in N : ψ

á{57>�Ê{>=>@GØËU6ØM;A{6LKa:
let [a, x : φ] := M in N [ρ] = let [a, x] := M ′ in N [ρ] 
ρ ψ.

��FÚËUA{>�<®ÊºGDÛº:
Ëd<®Îg>�AbFPÐ�69ËUA{>_Md<®M_Õ
M ′


ρ ∃a. φ
Õ,Md6

M ′ ↓ [t,M1]
ÌgÊºG2ÏJ6cÑ�Md6gÔ3>

A
Õ

M1 
ρ φ[a := A]
á}��F7ËdA{>�<?ÊIGDÛº:1ËU<?Îc>ÚAPFPÐI6gËdA{>@M;< MªÌ9ÓcÌg<?Ê/Õ�ÏJ6gÑ3Ì9ÊPF

ρ′ |= Γ, x :
φ ` N : ψ

K�>ØAºÌ�Îc>
N [ρ′] 
ρ′ ψ

á4ô4Ì9Oc>
ρ′ = ρ[x := M1, a := (t, A)]

á É <®Êº:
>
a /∈ FV (ψ)

ÕºàPF�â/>=Ô3Ô"ÌØègí
N [ρ′] 
ρ ψ

á�ìN6LK�Õ
let [a, x : φ] := M ′ in N [ρ] →∗

let [a, x] := [t,M1] in N [ρ] → N [ρ][a := t][x := M1] = N [ρ′]
á«â�>=Ô3Ô"Ìúè9ë

Óg<®Îg>@MSÛºM�ËdA{>-:=Ö®Ìg<?Ô2á
b

Γ `M : ∀d. (d ∈I t→ d ∈ u) ∧ (d ∈I u→ d ∈ t)

Γ ` eqRep(t, u,M) : t = u��F�ËUA{>N<®ÊºGDÛº:
Ëd<®Îg>NAPFPÐI6gËdA{>@M;< M_Õ
M ′


ρ ∀d. (d ∈I t→ d ∈ u)∧ (d ∈I u→ d ∈ t)
á��F�â/>=Ô3Ô"Ì�ègè{Õ

M ′

ρ ∀d. (d ∈I [[t]]ρ → d ∈ [[u]]ρ) ∧ (d ∈I [[u]]ρ → d ∈ [[t]]ρ)

á��FØâ�>=Ô3Ô"Ì3èY	{Õ
eqRep(M ′) 
ρ [[t]]ρ = [[u]]ρ

áDâ/>=Ô3Ô"Ìªècè-Ì9ÐºÐ{Ö?<®>_G�Ì9ÓbÌ9<®ÊØÓg<®Îg>@MxÛºM
ËdA{>-:=Ö®Ìg<?Ô2á

Γ `M : t = u
Γ ` eqProp(t, u,M) : ∀d. (d ∈I t→ d ∈ u) ∧ (d ∈I u→ d ∈ t)

��FúËUA{>Ú<®ÊºGDÛI:1Ëd<®Îg>�APFbÐ�69ËUA{>_Md< M=Õ
M ′


ρ t = u
á#�.FÝâ/>=Ô3Ô"Ì·ègè{Õ

M ′

ρ [[t]]ρ =

[[u]]ρ
á"�.F â�>_Ô3Ô3Ì×èY	{Õ

M ′ ↓ eqRep(N)
Ì9ÊºG

N 
ρ ∀d. (d ∈I [[t]]ρ → d ∈

[[u]]ρ) ∧ (d ∈I [[u]]ρ → d ∈ [[t]]ρ)
á É <®Êº:
>

eqProp(t, u,M) = eqProp(M ′) →∗

eqProp(eqRep(N)) → N
Õ9àPF�â/>=Ô3Ô"Ì�èLë

eqProp(t, u,M) 
ρ ∀d. (d ∈I [[t]]ρ →
d ∈ [[u]]ρ) ∧ (d ∈I [[u]]ρ → d ∈ [[t]]ρ)

á¡â�>_ÔªÔ"Ì2ègèÚÌ9Ð{Ð{Ö®<®>_GÍ6cÊº:
>ªÌ9ÓbÌ9<®ÊÍÓg<®Îg>@M�ÛºM
ËdA{>-:=Ö®Ìg<?Ô2á

b 
{6cÑ inProp
ÌgÊºG

inRep
ÕDËdAº>�Ð{Ñd6P6gÏ�< M'M;<®Ô3<?Ö Ì9ÑSËU63ËdA{>³Ë[K�6�ÐºÑd>_Îb<®6gÛIM':=ÌgMd>_M_á

b
Γ `M : φA(t, u)

Γ ` axRep(t, u,M) : t ∈I tA(u)

��F³ËdA{>S<®ÊºGDÛº:
Ëd<®Îg>�AbFPÐ�69ËUA{>_Md<®M_Õ
M ′


ρ φA(t, u)
áY��F-â/>=Ô3Ô"ÌyècèSËdAº<®M4< M�>@êbÛ{<?ÎLÌgÖ?>_ÊcË

Ëd6
M ′


ρ φA([[t]]ρ, [[u]]ρ)
á���F×â/>=Ô3Ô"Ì§ëbè

(axRep(M ′), [[t]]ρ) ∈ [[tA(u)]]ρ
Õ.Md6

axRep(M ′) 
ρ t ∈I tA(u)
á



���
b

Γ `M : t ∈I tA(u)

Γ ` axProp(t, u,M) : φA(t, u)��F�ËUA{>�<®ÊºGDÛº:
Ëd<®Îg>�AbFPÐ�69ËUA{>_Md<®M_Õ
M ′


ρ t ∈I tA(u)
ábôSAº<®M.Ô3>_Ì9ÊIM«ËdAIÌLË

M ′ ↓ v
Ì9ÊIG

(v, [[t]]ρ) ∈ [[tA(u)]]ρ
á���F�â/>=Ô3Ô"Ì�ëPèDÕ

v = axRep(N)
ÌgÊºG

N 
ρ φA([[t]]ρ, [[u]]ρ)
á

��F�â�>_Ô3Ô3Ì-ècèDÕ
N 
ρ φA(t, u)

ábBC6gÑU>=6LÎc>=Ñ@Õ
axProp(t, u,M) = axProp(M ′) →∗

axProp(axRep(N)) → N
á{â/>=Ô3Ô"Ì3è9ë3Óg<®Îg>_M�ÛºM'ËdA{>-:=Ö®Ìg<?Ô2á

b
Γ `M : ∀c. (∀b. b ∈I c→ φ(b, t)) → φ(c, t)

Γ ` indφ(b,c)(M, t) : ∀a. φ(a, t)
5ú>úÊ{>=>@G Ëd6 M;A{6LK$ËdAIÌLË

ind(M ′) 
ρ ∀a. φ(a, t)
á É <®Êº:=>

ind(M ′)
Ñd>@GDÛº:=>_M3ËU6

λc. M ′ c (λb. λx. ind(M ′) b)
Õ,àPFÍâ�>_Ô3Ô3Ì2èLë�<?Ë³MdÛVºØ:
>@M�ËU6CM;A{6LK¯ËUAºÌLË³ÏJ6cÑyÌgÖ?Ö

C, t
Õ
M ′ t (λb. λx. ind(M ′) b) 
ρ φ(C, t)

áL57>'Ð{ÑU6P:=>=>@G-àPF-<®ÊºGDÛº:
Ëd<®6gÊ36gÊ
λ
Ò�Ñ�Ì9Ê{O

69Ï
C
á¡ô4Ì9Oc>�Ì9ÊPF

C, t
á���F�ËUA{>ª<?ÊºG{Ûº:1ËU<?Îc>�APFPÐI6gËdA{>@M;< M_Õ

M ′

ρ ∀c. (∀b. b ∈I c →

φ(b, t)) → φ(c, t)
Õ¡Md6

M ′ ↓ λc. N
ÌgÊºG

N [c := t] 
ρ ∀b. b ∈I C → φ(b, t)
á���F

â�>_ÔªÔ"Ì�è9îºÕ_<?Ë�M;Û�º":=>_M4ËU6yMdA{6LKÝËUAºÌLË
λb. λx. ind(M ′) b 
ρ ∀b. b ∈I C → φ(b, t)

á
ô�ÌgOg>ªÌ9ÊPF

B, u
Õ
O 
ρ B ∈I C

Õ,K.>�Ê{>=>@G2Ëd62M;Aº6LK ËUAºÌLË
ind(M ′)[x := O] u 
ρ

φ(B, t)
á�æ�M

x /∈ FV (M ′)
Õx<?Ë�M;Û�º":=>_MØËd6 MdA{6LK ËUAºÌLË

ind(M ′) u 
ρ φ(B, t)
Õ

K'A{< :�A�ÕºàPF2â�>=Ô3Ô"ÌÚè9ëºÕ{< MN>@êcÛº<?ÎLÌ9Ö®>=ÊbË'ËU6
M ′ u (λb. λx. ind(M ′) b) 
ρ φ(B, t)

á
æ�M

O 
ρ B ∈I C
Õ�ËdAº>

λ
ÒrÑ�Ì9ÊºO�6gÏ

B
< M�Ö®>_MUM�ËdAºÌgÊCËdA{>

λ
ÒrÑ�Ì9Ê{O26gÏ

C
Ì9ÊºGÍK.>�Óg>
Ë

ËdA{>-:=Ö®Ìg<?Ô àbFÚËdA{>�<®ÊºGDÛI:1Ëd<®Îg>³APFPÐI6gËdA{>@M;< M_á

¿ vP´KvP���hBV´ÁÀrÅè¶�	iv�´K?AB��huhË)BVq�u�vPp ¸ E#�fQ `M : φ X �f� � N M ↓ Z
[\J]I�I5Q Z ô�ÌgOg> ρ Ô"Ì9Ð{Ðº<?Ê{Ó�Ì9Ö®ÖgÏJÑU>=>.Ð{Ñd6cÐI6bM;<?Ëd<®6gÊIÌ9ÖgÎLÌgÑd< Ì9à{Ö®>_M/69Ï M Ëd6�ËdA{>_Ô"M;>_Ö?Îc>_M/ÌgÊºG-ÌgÖ?ÖÏJÑd>_>.ùIÑUM;Ë;Ò�6gÑ�GD>=Ñ4ÎLÌ9ÑU<®Ìgà{Ö®>_M

a
69Ï
M
Ëd6

(a, ∅)
á9ôSA{>_Ê

ρ |=`M : φ
áY��F�ôSA{>_6gÑU>=Ôõè{Õ

M [ρ]Ê{6gÑUÔ"Ì9Ö®<?E_>_M_á@��F"ËUA{>-GD>=ùºÊ{<?Ëd<®6gÊ269Ï
ρ
Õ
M [ρ] = M

á���FÚâ�>_Ô3Ô3ÌØè$�{Õ
M
Ê{6gÑUÔ"Ì9Ö®<?E_>_M_á

æ�MxËdA{>yÑd>@GDÛº:
Ëd<®6gÊÚMdFDM[ËU>=Ôÿ< M.GD>=Ëd>_ÑdÔ3<®Ê{<®M;Ëd< :9ÕbËUA{>yG{<®M;Ëd<®Êº:1ËU<?6cÊØà�>
Ë[K�>=>=Ê�M[ËUÑd6cÊ{Ó�ÌgÊºG
K.>@Ì9O"Ê{6cÑdÔ"Ì9Ö®<®E_ÌLËU<?6cÊ�GD6P>@M'Ê{69Ë'>=ßP< M;Ë_áDö�Ï4ËdA{>�ÑU>_GDÛI:1Ëd<®6gÊ2MdFPM;Ëd>_Ô < MS>
ßPËd>_ÊºGD>@GÚËU6"Ì9Ö®Ö?6LK
Ñd>@GDÛº:1ËU<?6cÊºM�ÌgÊPFbK'Aº>=ÑU>�<?ÊºMd< GD>-ËUA{>-ËU>=ÑUÔ�ÕºËdA{>"Ù.6gÑU6gÖ®Ö®ÌgÑdF�îØM;Aº6LKNMN6gÊºÖ?F�K.>@Ì9O�Ê{6gÑUÔ"Ì9Ö?Ò
<?E@ÌLËd<®6gÊ/á�ôSA{>Ú:=6gÛ{ÊbËU>=ÑU>
ß{Ì9Ô3Ð{Ö®>_MyÏJÑU6gÔ ã 	9å�ÌgGºÌ9ÐDËU>_G7Ëd6

λZω
MdA{6LKõËUAºÌLË�ödñ�


Rω

GD6P>_M
Ê{69Ë'M[ËUÑd6cÊ{ÓgÖ®FªÊ{6gÑUÔ"Ì9Ö®<?E_>�Ì9ÊºG"ËdAºÌ9Ë�Ê{6cÊDÒ�K.>_Ö?Ö?ÒtÏJ6cÛ{ÊºGD>@G3Îg>_ÑUMd<?6cÊØGD6P>_M.Ê{69ËSÊ{6cÑdÔ"Ì9Ö®<®E=>�Ì9Ë
Ì9Ö®Ötá
ôSA{>�Êº6gÑUÔ3ÌgÖ?<®E_Ì9Ëd<®6gÊ"ËUA{>=6cÑd>_Ôø<?Ô3Ô3>_GD< ÌLËU>=Ö®FØÐ{ÑU6LÎP<®GD>@M�ËUA{>³M[Ë�Ì9ÊºG{ÌgÑUGÚÐ{ÑU6gÐ�>=ÑdËd<®>_M.69Ï

:
6gÊIM[ËUÑdÛº:
Ëd<®Îg>�Md>
Ë�ËdA{>_6gÑU<?>@M�ï ËUA{>.GD< M¼8[Û{Êº:1ËU<?6cÊ-Ð{ÑU6gÐ�>=ÑdË[FgÕ1ËUA{>�ËU>=ÑUÔ >=ßD<®M;Ëd>_Êº:
>�ÐºÑd6cÐI>_Ñ;Ë[FcÕ
ËdA{>�Md>
ËN>=ßD<®M;Ëd>_Êº:
>�Ð{ÑU6gÐ�>=ÑdË[FÚÌgÊºG�ËdA{>�ÊPÛ{Ô3>_Ñd< :=ÌgÖ�>
ßD< M[ËU>=Êº:=>�Ð{Ñd6cÐI>_Ñ;Ë[FcáV��ÑU6b6gÏ¼MNÌ9ÑU>³ËdAº>
MdÌgÔª>�ÌcMS<?Ê§ã 	Lå�8DK.>�MdA{6LK 6cÊ{>³69Ï4ËdA{>_Ô$ÌgM'ÌgÊ�>=ß{Ì9Ô3Ð{Ö®>$:
¿ vP´KvP���hBV´ÁÀ
Æá¶ ³ >(´K?¾È&t<uhw�q�>@p#�$>*æH´KvPÙ�>(´Áq�À ¸ E<�fQ�����G Rω` ∃x. φ(x) X �f� � Nl�f� � J �����L+� � J�S t � T�¤��m�f��LY�6����G Rω` φ(t) Z
[\J]I�I5Q Z �.F§ËUA{>·Ù.Û{ÑUÑdFbÒYÜN6LKSÌ9Ñ�G§<®Md6gÔ36gÑUÐ{A{< MdÔ�Õ�ËdAº>=ÑU>�< M"Ì λZω ÒrËd>=ÑUÔ M

MdÛº:�A ËdAºÌ9Ë
` M : ∃x. φ

á���F×Ù.6gÑU6gÖ®Ö®ÌgÑdF§é{Õ
M ↓ v

Ì9ÊIG
` v : ∃x. φ

á���F×Ù�Ì9Êº6gÊ{< :=ÌgÖ\
º6gÑUÔ3M_Õ
ËdA{>_Ñd>C< MØÌ§ÐºÌg<?Ñ

[t,N ]
M;Ûº:�A ËUAºÌLË

` N : φ(t)
áSôSA{>=ÑU>
ÏJ6cÑd>cÕ«àbF ËdA{>úÙ.ÛºÑdÑUFbÒ�Ü�6LK�ÌgÑUG

<®Md6gÔ36gÑUÐ{A{< MdÔ�ÕPödñ�

Rω` φ(t)

á



�_�

öYÊ�ã®ägä=å{K.>SAºÌ�Îc>�MdA{6LK'ÊªA{6LK ËU6yÛIM;>SËUA{>_Md>SÐ{Ñd6cÐI>_Ñ;ËU<?>@M4ÏJ6gÑ�ËUA{>'Ð{Û{ÑUÐI6bM;>S6gÏIÐ{ÑU6gÓcÑUÌgÔ
>
ßPËdÑ�Ìg:
Ëd<®6gÊ�á{ôSAPÛºM'6cÛ{Ñ'ÑU>_MdÛ{ÖlË�M'>_M;ËUÌgà{Ö®<®MdA2ödñ�


Rω

ÌgMNÌ3ÎLÌgÖ?< G�àºÌgMd<®M�ÏJ6cÑ�Ì3Ð{ÑU6LÎg>_Ñ�àIÌgMd>_G
6gÊCM;>=Ë'ËdA{>_6gÑUFØK'<?ËdAC<®ÊºÌg:_:
>_MUMd<?à{Ö®>_MSK'<?ËdA�ËUA{>�:=ÌgÐºÌ9àº<?Ö®<lË[FÚ69Ï�Ð{Ñd6cÓgÑ�Ì9Ôÿ>=ßbËUÑUÌc:1ËU<?6cÊÚÏJÑU6gÔ
:
6gÊIM[ËUÑdÛº:
Ëd<®Îg>yÐ{ÑU6b6gÏ¼M=á

� ðr2�3/Ó�ÂV2/Å�
§Ä�Ã��
É >=Îc>=Ñ�Ì9ÖxÊº6gÑUÔ3ÌgÖ?<®E_Ì9Ëd<®6gÊÝÑU>_MdÛ{Ö?ËUM�ÏJ6gÑª<?Ô3Ð{ÑU>_GD< :=Ì9Ëd<®Îg>Ú:=6gÊºM;ËdÑUÛº:
Ëd<®Îg>ÚMd>
ËªËdA{>_6gÑU<?>@M-Ô�Ûº:�A
K.>@Ì9Og>_Ñ�ËUAºÌ9ÊØödñ�
§>
ßD<®M;Ë_áV�SÌ9<®Ö®<?ÊÍãpèY�9å�ÐºÑd6LÎc>_G"M;ËdÑU6gÊ{Ó-Êº6gÑUÔ3ÌgÖ?<®E_Ì9Ëd<®6gÊ"6gÏ�Ì�:=6gÊºM;ËdÑUÛº:1ËU<?Îc>
M;>=Ë�ËdA{>_6gÑUFNK'<?ËdA{6cÛDË�ËdAº>�<?ÊIGDÛº:1ËU<?6cÊ-Ì9ÊºG³ÑU>=ÐºÖ®Ìc:
>=Ô3>_ÊcË/Ì9ßD<?6cÔ3M_á
BC< êbÛ{>=ÖIã è{ä
åg<®ÊbËd>=ÑUÐ{ÑU>
ËU>_G
ÌSËdA{>_6gÑUF�6gÏ{M;<®Ô3<?Ö Ì9Ñ4M[ËUÑd>_Ê{Ó9ËUA�<?Ê-Ö Ì9Ô�à�GºÌLÒY:=Ì9Ö :
ÛºÖ?ÛºM�K'<lËUA�Ë[FPÐI>@M�àºÌcM;>@G³6gÊ

Fω.2
á=Ü�>.Ì9Ö Md6

M;A{6LK�>_GCM;ËdÑU6gÊºÓØÊ{6gÑUÔ"Ì9Ö®<?E@ÌLËU<?6cÊC69Ï«ËdAº>ª:_Ì9Ö :
Û{Ö®ÛºM_á�ôSA{< M�Ñd>@M;Û{Ö?Ë�KSÌgM�Ö ÌLËd>_Ñ�>=ßbËU>=ÊºG{>_G2ï��6LK�>=OØÌgÊºG2BC<®êbÛ{>_Ö«ã ècè�å�<®ÊbËd>=ÑUÐ{ÑU>
ËU>_G�Ì�Îc>=Ñ�M;<®6gÊ�69Ï�:
6gÊIM[ËUÑdÛº:
Ëd<®Îg>-ñ�>=ÑUÔ3>=Ö®6ªMd>
Ë'ËUA{>=6cÑdF
<?ÊCÌ3M[ËUÑd6cÊ{ÓgÖ®F"Ê{6cÑdÔ"Ì9Ö®<®E=<®Ê{ÓªG{>_GDÛº:
Ëd<®6gÊDÒ�Ô36DGDÛ{Ö®63MdFDM[ËU>=Ô2á
�³Ñd<®ÎP<?Ê{>�ã ègéLåDGD>
ùºÊº>_G-ÑU>_ÌgÖ?<®E_Ìgà{<®Ö?<?Ë[F�ÛIM;<®Ê{Ó�Ö Ì9Ô�à�GºÌ�:=ÌgÖ®:=Û{Ö®ÛºM�ÏJ6cÑ4:=Ö®ÌcMdMd< :=Ì9ÖbM;>=Ë�ËUA{>=6cÑdF

:
6gÊIM;>_ÑdÎLÌLËU<?Îc>S6LÎg>=Ñ.ñ�
.ábôSA{>'Ë[FPÐ�>_M«ÏJ6cÑ«ËdAº>�:=ÌgÖ®:=Û{Ö®ÛºM«K�>=ÑU>NGD>
ùºÊº>_G¡ábÜN6LK�>=Îg>_Ñ_ÕL<?Ë�Md>=>_Ô"M
ËdAºÌ9Ë�ËUA{>�Ë[FPÐ�>_M³:
6cÑdÑU>_MdÐ�6gÊºG2Ô36gÑU>-ËU6ÚËUA{>�ËdÑUÛDËdAú<?Ê·ËdA{>ªÑd>@Ì9Ö®<?E@Ì9à{<®Ö®<lË[F�Ô36PG{>=Ö4ËdAºÌgÊÍËU6
Ð{Ñd6LÎLÌgà{Ö?>³M;ËUÌLËU>=Ô3>=ÊbË�MS<?Ê�ËdAº>³ËdA{>_6gÑUFgá{BC6cÑd>_6LÎg>=Ñ@ÕcËdA{>-:_Ì9Ö :
Û{Ö®ÛºM'GD6P>_MSÊº69Ë'>=Îc>=Ê�K.>@Ì9OPÖ?F
Ê{6gÑUÔ"Ì9Ö®<?E_>gá
ôSA{>CM[Ë�Ì9ÊºG{ÌgÑUG×Ô3>
Ë�Ì9Ô"ÌLËUA{>=Ô"ÌLËU<®:_Ì9ÖNÐºÑd6cÐI>_Ñ;ËU<?>@M�6gÏ�ËUA{>=6cÑd<®>_M3ÑU>=Ö ÌLËU>_G Ëd6Ýödñ�
 Ì9ÑU>

K.>_Ö?Ö�<?ÊPÎg>@M[ËU<?ÓbÌLËU>_G¡áxBÍFbAº<?Ö®Ö�ãpèLëgåyMdA{6LK�>_Gr����Õ'ìNü��4Õ É ü�� Ì9ÊºG ôSü��ÿÏJ6gÑ�ödñ�
 K'<lËUA�'>=Ð{Ö Ìg:=>=Ô3>=ÊbËCÌ9ÊºG Ê{6gÊDÒ�ÑU>_:
ÛºÑUMd<?Îc>ÍÖ®<®M;Ë�6gÏ�Md>
ËÚËU>=ÑUÔ"M=á�
{ÑU<®>_GDÔ"Ì9Ê¬Ì9ÊºG��É �:=>_GDÑU6LÎ ãpègíLå
M;A{6LK�>_G É ü��+ÌgÊºG×ôSü��øÏJ6gÑ"Ì9Ê >
ßPËU>=ÊºMd<?6cÊ×6gÏ�ËUAºÌLË"ËUA{>=6cÑdFÝK'<?ËdA¸:
6cÛ{ÊbËUÌgà{Ö?>C:�A{6c<®:=>
ÌLßD<?6cÔ"M=áR�'>@:
>_ÊcËUÖ?FH�&�ÍÌ9ÊºG³ìNü��ÍAºÌ�Îg>�à�>=>_Ê-M;A{6LK'ÊyÏJ6cÑ�ödñ�
ØK'<?ËdA�Ù.6cÖ?Ö®>_:
Ëd<®6gÊ³>
ßPËU>=ÊºGD>@G
K'<lËUA�ÎLÌgÑd<®6gÛºM�:�A{6c<®:=>yÐºÑd<®Êº:
<®Ð{Ö®>_M�àPFl�NÌ9ËdAL8[>_Êúãpè9î9årá{Ü�6LK.>_Îg>=Ñ@ÕcËdA{>yËd>@:�A{Ê{< êbÛ{>�GD6P>_MSÊ{6gË
M;>_>=ÔÿËU6"àI>-M;ËdÑU6gÊ{Óª>=Êº6gÛ{ÓcAÚËU6ªÐºÑd6LÎP< GD>�ôSü��¸Ì9ÊºG É ü���á�46LK�>=ÑdÏJÛ{ÖLÖ Ì9ÑUÓg>«Md>
Ë�Ì9ßP<®6gÔ"M}�¼<?Êº:=Ö?ÛIGD<?ÊºÓ'ËdA{>x>
ßD<®M;Ëd>_Êº:
>«6gÏP:=Ö®ÌcMdM;Ò�Ô3ÌgÊPFN<?ÊIÌg:=:=>_MUM;<®à{Ö®>_M��
K.>_Ñd>"ÌgGºGD>_GúËd62ödñ�
 K'<lËUA×Ù.6gÖ®Ö?>@:1ËU<?6cÊúàPFj
ºÑd<®>_GDÔ"ÌgÊ§ÌgÊºG �É �:=>_GDÑU6LÎ7ã?ä@éLå�á�ôSA{>"Ê{69ËU<?6cÊ
69Ï«Ì9Ê�<?ÊºÌc:=:=>_MUM;<®à{Ö®>³Md>
ËSËUA{>=F�ÛºM;>�GD<?÷,>=Ñ�MSÏJÑd6cÔ+6gÛºÑUM_Õ{ÌgM�ËUA{>=<®Ñ'<?ÊIÌg:=:=>_MUM;<®à{Ö®>_M�Ô�ÛIM[Ë�ÌgÖ®Md6
Ôª6DGD>_Ö{ËUA{>yÙ.6gÖ®Ö®>_:1ËU<?6cÊ"ÌLßD<?6cÔ2ág57>�GD6�Ê{6gËxOPÊ{6LK×<?Ï¡ËdAº>_Md>SË[K.6�Ê{6gËd<®6gÊºM.:
6c<?Êº:=<®G{>gá$��69ËUA��� Ì9ÊºG ì�ü�� K�ÌcM�MdA{6LK'Ê§ÏJ6gÑ�ËdA{>�Ñd>@M;ÛºÖlËU<?Ê{Ó·ËdA{>_6gÑU<?>@M=Õ�à{ÛDËªK.>�GD6·Ê{6gË�ËUA{<?ÊºO§ËdAºÌ9Ë
É ü�� Ì9ÊIG�ôSü�� :=6gÛ{Ö G�àI>�Ð{ÑU6LÎg>@GØK'<?ËdA�ËdAº>=<®Ñ'Ëd>@:�A{Ê{< êcÛº>gá
öYÊºÌg:_:
>_MUMd<?à{Ö®>³M;>=ËUM'K�>=ÑU>�Ì9Ö M;63<®ÊbÎc>_M;Ëd<®ÓcÌ9Ëd>_GÚ<?Ê2ËUA{>-:
6cÊbËd>
ßPË'69Ï�K�>_Ì9Oc>=Ñ@ÕPÐ{Ñd>@GD< :=ÌLËU<?Îc>

Ù'ñ�
Ø��Ù.6gÊºM;ËdÑUÛº:1ËU<?Îc>·ñ�>=ÑUÔ3>=Ö®69Ò�
{Ñ�Ì9>=ÊºOg>=Ö��1á�Ù.ÑU6cMd<?Ö®Ö®Ì7Ì9ÊIGê��ÌLËdA98[>=Ê¯ã èbó@å�MdA{6LK�>_G ËdAºÌ9Ë
ËdA{>�ÐI6LK�>=ÑN6gÏ«<?ÊºÌc:=:=>_MUM;<®à{Ö®>-M;>=ËyÌLßD<®6gÔ"M'Ô3<®ÓgAbË�à�>�:
Ö®6cMd>=Ö®F�Ö®<®Ê{Og>@G�Ëd6"ËUA{>

∈
Ò�<?ÊIGDÛº:1ËU<?6cÊ

ÌLßD<?6cÔ2ácôSA{>_F�Ð{ÑU6LÎg>@G-ËUAºÌLË�<?ÊIÌg:=:=>_MUM;<®à{Ö®>NM;>=ËUM�ÌgG{G{>_GªËd63Ù'ñ�
·K'<?ËdA
∈
Òr<®ÊºGDÛº:
Ëd<®6gÊ"Ë�Ì9Oc>=Ê

Ì�K�Ì�FØGD63Ê{6gËNÌgG{G2Ì9ÊPFØÐºÑd6P69Ï ÒrËdAº>=6gÑU>
ËU<®:_Ì9Ö�ÐI6LK�>=Ñ@á

� �×Ç��'ÁNÄ�
à352�Å'4�2��è2/Á.Â�.
öyK�6gÛºÖ®G7Ö®<?Oc>"Ëd62ËUAºÌ9Ê{O7Ô�F7ÌgGDÎP< M;6cÑ_Õ7�.6cà Ù.6gÊºM;ËUÌgà{Ö?>cÕ¡ÏJ6gÑ�:
6gÔ3Ô3>=ÊbË�M�Ì9ÊIG7MdÛ{Ð{Ð�6gÑdË_Õ�'<®:�AIÌ9Ñ�G É Aº6gÑU>³ÏJ6gÑ'A{>_Ö?ÐDÏJÛºÖ�GD< Md:=ÛºMUM;<®6gÊºM'ÌgÊºGm��Ì�ÎP< G2BÍÌ9ÑdËd<®Ê�ÏJ6gÑN:
6cÔ3Ôª>_ÊbËd<®Ê{Ó"6gÊ�ËdAº>
>_Ì9ÑUÖ®FØM[Ë�Ì9Óg>@MS69Ï�ËdA{< M'ÑU>_Md>_Ì9Ñ�:�A�á



�=|

ðê2�ô�2/Ã�2/Á�Ç�27.
z@±N£ºab]gj{µ,±lj��,]@kiklV_f;¶DjD¹�±���£�¤�¥'¦ TgW[]L]_^�¢cR�n@R�ki]@TbZ�RU\9X�o�qgo�X[R�Z��cm�oYRdW�� oxZ-V_\9abV_k ± � RUfduc\bhif1V_k
¹xR�TD]=WYXx¤4`«eL°r£I²,`«eL° Ï �
°9�9z_z@jbm�\bhin�RdW[oYhiXtq�]_^�¤/¢chi\9¨bagW[�@u ��z Ï�Ï �"!�9±�`4]9©LabV_\P¢{j_`.±��g�.��¢cVg±��J��n_V_hiklV_¨ckiR4^®W[]_Z$# ���&%�')(*(=�@���/�Y���I�Y� #,+ �.-b�@�g�����_�/(*0/1*2"3L� + � + �541� + (
+76 � +/!
�g±'½�V_kiki�_W[R�\ºj � ±��.�.kp^ V9±8�J�In@V=hlklV=¨bkiR'^®W[]@Z9# ���&%�')(*(=�@���/�Y���I�Y� #,+ �.-b�@�g�����_�/(*0/1*2"3 #,+ �L� 6 �L�=�:(
; �7< +/!
|c± � ucR�`4]9©SQ�R�n�R�ki]@TcZ�R�\LX � R1V_Z�� � ubR«`4]9©=�¡W[]L]_^P�.oYoYhio�X;V_\LX¡¹xRU^®RUW[R�\bfUR?>3V_\9abV_k"@BA�RUW[oYhi]_\
A�}g± �g±C�h�����_|*!D# �@�7%�')(*(��@�7E��F4��9�,4 + �G<�� ±
~9±�`4]_\bo�X;V=¨bkiR@jI¹�± £/±ijºRUXNV=k ±H�ysrZ�TcklRUZ�R�\LX[hl\c�I>3V=X[ubRUZ-V=X[hif�oS��hpX[uÚX[ucR³v�acTcW[kJ�¡W[]L]_^�Q�R�n�R�kp°
]_TbZ�R�\LXxeLqgo�X[R�Z3±K�¡W[R�\LX[hlfURU°¼½SV_kik jcvML���z Ï }��"!�g±ON�R�\bk jI½�±ijCN4RUW[�@RdW1j�m�±lj,egf;uL��hifduLX[R�\9¨DRUW[�gj{½�±ij�RdX�V_k ±��P��W[]L]=^«X[ubR�]=WYq�V=X'��]=W[¶��Q�¡W[]@�=W;V_Z
¢gR�n�R�ki]_TbZ�R�\LX«hi\ªX[ucRR>ªhl\cki]@�-o�qgo�X[R�Z3±/sr\SN4hi¨DR�k j � ±ij{egf;ubZ�hpXYX1jT�,± ¥�±ljbR1¢co�±��P�.acX[]_Z-V=X[R1¢
Q�R1¢cacfUX[hi]@\I±,A/]@kiabZ�R.sYsd±KU'kiaL��RUWR��z Ï�Ï }"!¼ ± � RUW[\bRdW1j�N.±���e9RUX[o�hi\"XrqgTDR�o�jcXrqgTDR�o�hi\ØoYRUX[o�±�sr\C� � �x`«eWV Ï�¼ �C�¡W[]Lf�R�R1¢ghl\c�@oS]=^�X[ucR � uchpW;¢
st\LX[RUW[\PV
X[hl]_\PV=kDe9qgZ�TD]_oYhlacZ ]@\ � ubRU]_W[RUX[hif1V=kI�xoYTDR�fUX[o/]_^,`4]@Z�TcacX[RUW4eg]=^®Xt�«V=W[R_jcegTcW[hi\c�@RUWY°
A/RUW[klV_�X��z Ï�Ï�¼ !x~_���Y@9�=|Á�
}g±R>ª]LfU´Uqc¢�Z®]1��oY¶gh j � ±���v�]_W[Z-V=kihl´�V=X[hi]@\2]=^«sYµ{²7��hpX[u2¹xR�TbklV_fUR�Z�R�\LX1±�sr\��C��W[]Lf�RUR1¢chi\b�_o�]=^
z1~
X[u"�x\b\9aPV=kº`4]@\g^ RUW[R�\cf�RN]_^,X[ucRN¤��x`«eg£[�¼`«ec£m�������*!djDegTcW[hi\c�@RUWO�h�;�����"! � ]�V_TcTDR1V=W1±Ï ±X\e \f�R1¢gW[]
nDj/��±�� st\9X[achpX[hl]_\bhio�X[hif"oYRUX-X[ubR�]=WYqL±Ýsr\��4½�V=W[n�Rdq·²�W[hlR�¢cZ-V_\�� o�¹xR�oYR1V
W[fdu7]@\úX[ucR
²c]@ab\b¢bV
X[hl]_\bo«]=^�>3V=X[ubRUZ-V=X[hif�o�jb¤/kioYR�n9hiRUW8��z Ï }@~"!��@~ ¼ @Y�_}_|

z��g±ON�R�R�oY]@\ºj�>�±���²b]@ac\P¢cV=X[hi]@\co«]_^�`4]@\co�XYW[abfUX[hin�R=>3V=X[ubRUZ-V=X[hif�o�±4egTgW[hl\c�@RUWY°GA/RUW[klV_����z Ï }@~"!
z_z@±�`4]_\bo�X;V=¨bkiR@jº¹�±ijC>ª]Lf�´dqb¢�Z®]
��oY¶9h j � ±���¤�­9XYW;V_fdX[hl\c�X�¡W[]@�=W;V_Z�oS^?W[]@Z+`4]_\bo�XYW[abfdX[hln@Ry½'¦S£
�¡W[]L]_^®o4n9hlVSsYµ{²�e9RUXY° � ubR�]=W[RUX[hif.egR�Z-V=\9X[hif�o�±bsr\��/�¡W[]Lf�R�R1¢ghl\c�@o�]_^I�=W;¢yst\LX[RUW[\PV
X[hl]_\PV=k�L@]_hl\LX
`4]_\c^®RUW[R�\bfUR']@\"�xacX[]@Z-V
X[R1¢-¹.R1V=oY]@\chl\c�S� s)LL`��x¹r�;�����*!dj{e9TcW[hi\b�_RUWO�h�������"! � ]³V_TbTDR�V=W1±

z��9±N�«f�´UR�k j:�,±��/¦�\-W[R�klV=X[hi\b��XrqgTDR.X[ucR�]_W[hiR�oxV=\P¢-oYRUX«X[ubR�]=W[hiR�o�±¡sr\�� � w=�/¤4eXV Ï },�PegR�kiR�fdX[R1¢�TbV=°
TDRdW[o/^?W[]@Z¸X[ubR«st\9X[RdW[\PV=X[hi]_\PV_k � ]=W[¶goYuc]@T³]_\ � qgTDR�o�^ ]=WD�¡W[]L]_^®o«V_\b¢]��W[]_�_W;V=Z�o�j9£I]_\P¢c]_\Ij
m^U³jbegTcW[hi\c�@RUWY°GA/RUW[klV_�X��z Ï�Ï�Ï !Sz_@Pz�}

z��g±N²gW[hlR�¢cZ-V_\ºjb½�±ij \e \fUR1¢gW[]
nDjP�N±��«£�V
W[�@R�oYRUX[oxhl\"hi\LX[abhpX[hi]@\chio�X[hlfNoYRUXxX[ubRU]_WYqL±«�x\b\bV_kio�]_^��/agW[R
V=\P¢��.TbTckihlR�¢ª£I]_�@hif8`�ab��z Ï }_|*!'z�@$�=|

zU|c±N²gW[hlR�¢cZ-V_\ºj9½�±�� � ubR'fU]@\boYhio�X[R�\cfUq�]_^¡f�klV=oYoYhlf�V_k,oYRUX�X[ucR�]_WYq-W[R�klV=X[hin�RSX[]yVyoYRUX�X[ubRU]_WYq-��hpX[u
hi\LX[abhpX[hi]@\chio�X[hlf'ki]_�@hif@±cL@]@agW[\PV_kº]_^�eLqgZy¨D]@kihifS£º]@�_hlf8d�e ��z ÏÁ¼ �*!��gz
~f@9�9z Ï

z1~9±�e5g_W[R�\coYR�\Ij5>�±lj9mxW[´Uqgf�´Uqg\Ij*�,±H�I£ºR�fUX[acW[RUo�]@\�X[ubR.`4agWYWYqg°¼½.]
��V=W;¢�sroY]_Z�]_W[TcubhioYZ3±º¤/kioYR�n9hiRUW
�h�;�����*!

z��g±O�,]1�4R�kikJj � ±H�I¤¡­9X[R�\P¢ghl\c��¥Bh9¢cR�ki� o«\bRU��V=X[hin�Rxhi\LX[RUW[TcW[RUX;V
X[hi]@\�X[]�µº²4±CL@]_acW[\PV=kP]_^,e9qgZ�¨D]@kihif
£º]@�_hlf=j�kl��z ÏÁ¼ ~"!����Lz_@$��� Ï

z ¼ ± � V1qgki]_W1j*�,±H�{st\LX[abhpX[hi]@\bhio�X[hif�oYRUX[o�V_\P¢�]_W;¢chi\bV_kio�±�L@]@agW[\PV=kP]_^�e9qgZ�¨D]@kihif«£I]_�@hifMm�n��J�*!o��z Ï�Ï �*!¼ ��~f@ ¼ |_|
z�}g±R>ªf1`�V=WYXrqLj�Qy±��{¹.R1V=kihl´�V_¨bhikihpXrq-V=\P¢³¹xR�f�agW[oYhln@RB>3V
X[ubR�Z-V
X[hif�o�±ºQy± �/uchlk ± � ucR�oYhio�j9m�\chln@RUW[oYhpXrq
]=^/¦.­9^ ]=W;¢b��z Ï }_|*!

z Ï ±'¹.V=X[u&p�R�\ºj?>�±�� � ubRÚ¢chioqp�ac\bfUX[hi]_\ÝV_\b¢úW[R�klV=X[R1¢§TgW[]@TDRUWYX[hiR�o-^ ]=WªfU]@\bo�XYW[acfUX[hin�RÚµDRUW[Z�R�ki]_°
²�W;V=R�\b¶@R�k{oYRUX�X[ubR�]=WYqL±�L@]@agW[\PV_kº]_^�eLqgZy¨D]@kihifS£º]@�_hlfraTkl�h�;���@~"!SzR�_�_�Y@bzR�@~
|�;�g±ON4V_hikihl\ºjºe{± `.±��«�×\b]_W[Z-V=kihl´�V=X[hi]@\3X[ucR�]_W[R�Z&^®]_W.oYRUX�X[ubR�]=WYqL±DLc±De9qgZy¨º±g£I]_�c±�s�d��J�*!=��z Ï }_}*!� ¼ ��@Y� Ï ~�Lz@±R>ªhl©LabRUkJj,��±��Ø�¾eLXYW[]@\b�_kpq�v.]_W[Z-V_kihioYhi\b��`4acWYWYq9°¼½�]1��V=W;¢C`4]=WYW[R�oYTD]@\b¢cR�\cf�R�^®]_WysYµ{²×e9RUX
� ucR�]_WYqL±Nst\tN�V@V=´@jJ>�±ijQ>3V_¶@]
��oY¶LqLj�Lc± �N±ljºR1¢go�±��I`«ec£/±�A/]@kiabZ�R&�=}��@��]_^«£ºR�fUX[agW[Ryv�]=X[R�o
hi\3`4]@Z�TbagX[RUW.egfUhlRU\bf�R@±ijPegTgW[hl\c�@RUWR�h�;���@�"!�|_|cz�@L|L~
|���9±'Q�]
�4R�¶Dj�¥�±ijI>ªhl©9acR�k j���±�� `4agX§R�kihiZ�hi\PV
X[hl]_\õ^®]_W µDRUW[Z�R�ki],� o7oYRUX§X[ubRU]_WYqL±u�h�������*!
>3V=\9aboYfUW[hiTcX1jbV1n@V=hik?V=¨bkiRS^®W[]_Z&X[ubR��4R�¨3TPV=�@R�o�]=^¡X[ubR'V=acX[ub]=W[o�±



�@~

�=�g±N£º]@achlo�USW[hin9hl\cR@jYLc±�� � qgTDR1¢SklV_Z�¨{¢bV
°tf�V_kif�abkiacoIhi\'f�klV_oYoYhif1V=kcµ{RUW[Z�RUkl]=°t²�W;V_R�v�\c¶�R�k@oYRdXIX[ucR�]_WYqL±
��W[fduchin�R.^®]_WM>3V=X[ubRUZ-V=X[hif1V_kI£I]_�@hifOj�kQ�J�"!=�h�;���9zY!Sz1} Ï @$�;��~�
|c±R>�qguchlkik j5Lc±���eg]_Z�R«TcW[]_TDRUWYX[hiR�o4]=^Ihi\LX[abhpX[hi]@\chio�X[hlfSµ{RdW[Z�R�ki]_°t²�W;V_R�\c¶�R�kcoYRUX�X[ucR�]_WYqL±Psr\C�9`�V_Z³°
¨gW[hl¢c�@R�e9abZ�Z�RUWIe9fduc]L]@k�hi\8>3V=X[ucR�Z-V=X[hif1V=kL£I]_�@hif@±YA/]@kiabZ�R�� Ï ±ij_egTgW[hl\c�@RUW���z Ï�¼ �"!������Y@$�=�gz�_~9±N²gW[hlR�¢cZ-V_\ºjP½�±ljD\e \f�R1¢gW[]
nDjD�N±���egRUX�RU­ghio�X[R�\bf�R�TcW[]_TDRUWYXrq3^®]_W'hi\LX[abhpX[hi]@\chio�X[hlf�X[ubR�]=W[hiR�oS��hpX[u
fU]@ab\LX;V=¨bkiRSf;ub]@hif�R_±4�x\b\bV_kio�]_^K��acW[RNV=\P¢ª�xTbTcklhiR1¢�£I]_�@hif8`�s ��z Ï }@�*!SzR� Ï @bz�|Á��;�g±'¹.V=X[u&p�R�\ºj7>�±���>ªRUX;V=Z-V=X[ucR�Z-V=X[hif1V=kgTgW[]@TDRUWYX[hiR�o¡]=^Phi\LX[abhpX[hi]@\chlo�X[hif«oYRUX¡X[ucR�]_W[hiR�o,��hpX[u�fduc]@hif�R
TgW[hi\bf�hiTbkiR�o�±w�h�;�����"!o>3V_\9aboYfUW[hiTgX1jDV1n@V=hik?V=¨bkiRS^®W[]_Z&X[ubR��4R�¨3TPV=�@R']=^,X[ubR'V=acX[uc]_W1±� ¼ ±�`�W[]_oYhiklklV9j'£/±ij�¹.V=X[u&p�R�\ºj^>�±H�õst\PV_fUf�R�oYoYhi¨bkiR2oYRUXÚV
­ghl]_Z�o3Z-V�q§ubV
n@R�kihpXYX[klR�f�]@\coYhlo�X[RU\bfUq
o�XYW[RU\b�_X[uº±/�.\c\I±T�/agW[R'�.TcTbk ±c£I]_�@hifxn�n,sC��zd°r�"!O�h�;�����"!«�@��@ ¼ �


